
Neutral Geometry 

บทน ำ 

 เรขำคณิตท่ีไม่ใช่เรขำคณิตของยคูลิด(non - Euclidean) มี อนิยำม นิยำม และสัจพจน์คลำ้ยกนักบั

ของยคูลิด ยกเวน้ สัจพจน์ของกำรขนำนกล่ำวคือ เรขำคณิตของยคูลิด ยอมรับสัจพจน์ของกำรขนำน ขณะท่ี

เรขำคณิตท่ีไม่ใช่ของยคูลิด ยอมรับปฏิเสธสัจพจน์ของกำรเล่ือนขนำน 

ทั้ง Euclidean และ non - Euclidean จะมีทฤษฎีท่ีร่วมกนัอยูบ่ำงส่วน และแตกต่ำงกนัในบำงส่วน 

ทฤษฎีท่ีร่วมกนัอยูจ่ะเป็นทฤษฎีท่ีไม่ใช่สัจพจน์ของกำรเล่ือนขนำน ซ่ึงทฤษฎีเหล่ำน้ีเป็นจริงทั้งใน 

Euclidean และ non - Euclidean geometry และเรำจะเรียกเรขำคณิตท่ีไม่ใชส้ัจพจน์ของกำรขนำนวำ่ Neutral 

Geometry 

ทฤษฎีท่ี 1 ถึง 28 ใน Book I  ของ Element เป็นทฤษฎีท่ีไมอำศยัสัจพจน์ของกำรเล่ือนขนำน ดงันั้น

ถือไดว้ำ่ ทฤษฎี ท่ี 1 ถึง 28 ดงักล่ำวเป็นทฤษฎีบทของ neutral geometry ดว้ย 

ในตอนนั้นเรำจะศึกษำ neutral geometry ดว้ยเหตุผล 2 ประกำร คือ 

1.กำรศึกษำทฤษฎีต่ำงๆ ของเรขำคณิตเป็นกลำงจะช่วยใหเ้รำทรำบบทบำท ของสัจพจน์ของกำร

ขนำน ทั้งใน Euclidean และ non - Euclidean  

2.เพื่อให้รู้ทฤษฎีต่ำงๆ ท่ีใชไ้ดท้ั้งใน Euclidean และ non - Euclidean geometry 
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2.สัญลษัณ์และทฤษฎีเบ้ืองตน้ 

นิยำม ส่วนของเส้นตรงสองเส้นเท่ำกนัทุกประกำรก็ต่อเม่ือ ส่วนของเส้นตรงทั้งสองยำวเท่ำกนั   

          ดงันั้น 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  ≅ 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  ก็ต่อเม่ือ AB = CD 

นิยำม มุมสองมุมเท่ำกนัทุกประกำรก็ต่อเม่ือ มุมทั้งสองมีขนำดเท่ำกนันั้นก็คือ ∠ABC ≅ ∠DEF ก็ต่อเม่ือ 

          ∠ABC = ∠DEF  

นิยำม รูปสำมเหล่ียมสองรูปเท่ำกนัทุกประกำรก็ต่อเม่ือ ดำ้นท่ีอยูใ่นล ำดบัเดียวกนัเท่ำกนั และมุมท่ีอยู่ 

         ในล ำดบัเดียวกนัเท่ำกนั  เช่น △ABC ≅ △DEF ก็ต่อเม่ือ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ≅ 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ , 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ≅ 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ , 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  ≅ 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ ,  

         ∠ABC ≅ ∠DEF , ∠BCA ≅ ∠EFD , และ∠CAB ≅ ∠FED 

ทฤษฎี 1 กำรเท่ำกนัทุกประกำรของ มุม ส่วนของเส้นตรง และรูปหลำยเหล่ียม เป็นควำมสัมพนัธ์  

equivalence 

ทฤษฎีท่ี 2 (i) ส่วนของเส้นตรง จะมีจุดก่ึงกลำงเพียงจุดเดียวเท่ำนั้น 

                 (ii) มุมจะมี เส้นแบ่งคร่ึงมุมเพียงเส้นเดียวเท่ำนั้น 

ทฤษฎีท่ี 3 มุมประกอบหน่ึงมุมฉำกของมุมท่ีเท่ำกนัทุกประกำรจะเท่ำกนั 

ทฤษฎีท่ี 4 มุมฉำกสองมุมยอ่มเท่ำกนั 

ทฤษฎีท่ี 5 (Pack' △ Axiom) ถำ้ l ตดั △PQR ท่ีจุด S ซ่ึง S อยูร่ะหวำ่ง P และ Q แลว้ l จะตดั 𝑃𝑅̅̅ ̅̅  หรือ 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  

 

 

 

 



 

พิสูจน ์ ∵ L ตดั 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  ท่ี S  P และ Q จะอยูค่นละดำ้นของ S สมมุติวำ่ Lไม่ตดั 𝑃𝑅̅̅ ̅̅  หรือ 𝑅𝑄̅̅ ̅̅  ∴P, R อยูด่ำ้น

เดียวกนัของ L และ R, Q อยูด่ำ้นเดียวกนัของ L ∴P, Q อยูด่ำ้นเดียวกนัของ L ซ่ึงขดักบัท่ีสรุปวำ่ P และ Q 

อยูค่นละดำ้นของS ∴ Lตดั𝑃𝑅̅̅ ̅̅ หรือ𝑅𝑄̅̅ ̅̅  

ทฤษฎี 6 (The Crossbar Theorem) ถำ้ X เป็นจุดภำยใน ΔUVW แลว้ 𝑈𝑋̅̅ ̅̅  ตดั 𝑊𝑉̅̅ ̅̅ ̅ ท่ีจุด Y ซ่ึง W-Y-V (Yอยู่

ระหวำ่งWและV) 

 

ทฤษฎี 7 (Isosceles Triangle Theorem) ถำ้ดำ้นสองดำ้นของรูปสำมเหล่ียมเท่ำกนัแลว้มุมท่ีอยู่ตรงขำ้มกบั

ดำ้นทั้งสองยอ่มเท่ำกนั 

 

พิสูจน ์ก ำหนด ΔPQRซ่ึง 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  ≅ 𝑄𝑃̅̅ ̅̅  ลำกเส้นแบ่งคร่ึง  ∠PQR โดย Crossbar Theorem จะไดว้ำ่เส้นแบ่ง

คร่ึงมุมตดั PRท่ี T โดยท่ี P-T-R 

∵ ∠PQT ≅ ∠RQT และ QT ≅ QT 

∴ ΔPQT ≅ ΔRQT (SAS)  

∴ ∠QPT ≅ ∠QRT 
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ทฤษฎี 8 จุดๆหน่ึงจะอยูบ่นเส้นแบ่งคร่ึง และตั้งฉำกกบัส่วนของเส้นตรงท่ีก ำหนดใหก้็ต่อเม่ือจุดนั้น มี

ระยะห่ำงจำกจุดปลำยทั้งสองส่วนของเส้นตรงเป็นระยะทำงเท่ำกนั 

 

พิสูจน ์⇐ ให ้𝑃𝐴̅̅ ̅̅  = 𝑃𝐵̅̅ ̅̅  สร้ำงเส้นแบ่งคร่ึง∠APB และใหต้ดั AB ท่ี Q จะไดว้ำ่ ΔAPQ ≅ ΔBPQ 𝐴𝑄̅̅ ̅̅  = 

𝑄𝐵̅̅ ̅̅  ∠AQP ≅ ∠BQP  และเป็นมุมประกอบสองมุมฉำก∠AQP เป็นมุมฉำก  PQ เป็นเส้นแบ่งคร่ึงและตั้ง

ฉำกกบัAB ⇒ ใหเ้ป็นแบบฝึกหดั 

นิยำม มุมซ่ึงเป็นมุมประกอบสองมุมฉำก และประชิดกบัมุมใดมุมหน่ึงของรูปสำมเหล่ียมเรียกวำ่ มุมภำยใน

ของรูปสำมเหล่ียม 

ทฤษฎี 9 (The Exterior Angle Theorem)  

มุมภำยนอกของรูปสำมเหล่ียมยอ่มใหญ่กวำ่ 

มุมภำยในท่ีไม่ใช่มุมประชิด 

พิสูจน ์ก ำหนด ΔABC และ D อยูบ่น 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ซ่ึง B-C-D เรำจะแสดงวำ่ m∠ACD มำกกวำ่ m∠BAC และ 

m∠BAC ในท่ีน้ีจะแสดงวำ่ m∠ACD มำกกวำ่ m∠BAC ส่วน m∠ACD มำกกวำ่ m∠BAC ใหน้กัศึกษำ 

พิสูจนเ์อง ให ้E เป็นจุดก่ึงกลำงของ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  ก ำหนด F บน 𝐵𝐸̅̅ ̅̅  ท่ีท ำให ้B-E-F และ 𝐸𝐹̅̅ ̅̅   ≅ 𝐵𝐸̅̅ ̅̅  จำก 𝐹𝐶̅̅̅̅   

∴ΔAEB ≅ ΔCEF ∴∠BAE ≅ ∠FCE  ∵ Fเป็นจุดภำยใน∠ACD  ∴m∠ACD > m∠FCE  

∴m∠ACD > m∠BAE 
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3.กำรเท่ำกนัทุกประกำร 

 ในตอนน้ีจะส ำรวจเง่ือนไขต่ำงๆท่ีท ำใหรู้ปหลำยเหล่ียมสองรูปเท่ำกนัทุกประกำร และจะสร้ำง

ทฤษฎีท่ีส ำคญัๆ ในกำรพิสูจน์ทฤษฎีอ่ืนๆ ทฤษฎีบำงทฤษฎีอำจเป็นท่ีคุน้เคย แต่กำรพิสูจน์อำจไม่คุน้เคย 

ทฤษฎีท่ี 10 ( ASA Triangle Congruence ) 

 ถำ้จุดมุมของสำมเหล่ียมสองรูปสมนยักนัโดยท่ีมีมุมท่ีอยูใ่นล ำดบัเดียวกนัเท่ำกนัสองคู่ และดำ้นท่ี

เป็นแขนร่วมของมุมทั้งสองเท่ำกนัแลว้สำมเหล่ียม ทั้ง

สองรูปจะเท่ำกนัทุกประกำร 

 

 

พิสูจน์ ก ำหนด ∆ABC และ ∆DEF ซ่ึงมี ∠CAB ≅ FDE , ∠CBA ≅ ∠FED และ AB̅̅ ̅̅  ≅DE̅̅ ̅̅  ถำ้ AC̅̅̅̅  

≅DF̅̅̅̅  หรือ CB̅̅̅̅  ≅FE̅̅̅̅   เรำจบกำรพิสูจน์ไดโ้ดยใช ้SAS postulate สมมุติวำ่ AC̅̅̅̅ ≇ DF̅̅̅̅  ให ้AC > DF ∴ มี C’ 

บน AC̅̅̅̅   ท่ีท ำให ้AC′̅̅̅̅̅ ≅ DF̅̅̅̅  โดย SAS postulate จะไดว้ำ่ ∆ABC’ ≅ ∆DEF ∴ ∠ABC’ ≅ ∠DEF แต่ 

∠DEF ≅ ∠ABC ∴∠ABC’ ≅ ∠ABC ซ่ึงเป็นไปไม่ได ้∴ AC̅̅̅̅  ≅ DF̅̅̅̅  และ ∆ABC ≅ ∆DEF โดย SAS 

ทฤษฎีท่ี 11 ( บทกลบัของ Isosceles Triangle Theorem ) 

 ถำ้มุมสองมุมของสำมเหล่ียมรูปหน่ึงเท่ำกนั แลว้ดำ้นท่ีอยู่ตรงขำ้มกบัมุมทั้งสองยอ่มเท่ำกนัดว้ย  

นิยำม สำมเหล่ียมสองรูปคลำ้ยกนัก็ต่อเม่ือมีมุมเท่ำกนั 3 มุม และอตัรำส่วนของด่ำนท่ีสมนยักนัเท่ำกนั 
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ทฤษฎีบท 26 P5 สมมูลกบัขอ้ควำมต่อไปน้ี ( ซ่ึงใหเ้ป็นขอ้ควำม Q ) 

 “ ก ำหนด ∆PQR ใดๆ และ AB แลว้จะมี ∆ ท่ีมีดำ้นๆหน่ึงยำวเท่ำกบั AB และคลำ้ยกบั ∆PQR ”  

( Wallis ‘ Postulate )  

  

 

 

 

พิสูจน์ 1) จะพิสูจน์วำ่ P5 → Q 

ยอมรบัวา่ P5 เป็นจรงิ ก าหนด ∆PQR และ AB̅̅ ̅̅  เราจะสรา้ง ∆ ใหค้ลา้ยกบั ∆PQR และมดีา้นๆหนึง่ยาวเท่ากบั AB̅̅ ̅̅  สมมตุิ

ว่า AB̅̅ ̅̅  ไม่ยาวเท่ากบัดา้นใดๆของ ∆PQR เลย ( ถา้ AB̅̅ ̅̅  เท่ากบัดา้นใดดา้นหนึ่งของ ∆PQR การพิสจูนเ์ห็นไดช้ดั ) ให ้AB 

< PQ ( ถา้ AB > PQ พิสจูนค์ลา้ยกนั ) จะมี P’ บน PQ ที่ท าให ้P-P’-Q  และ P′Q̅̅ ̅̅̅ ≅ AB โดย P5 จะมีเพียงเสน้เดยีวที่

ผ่าน P’ และขนานกบั PR̅̅̅̅  ใหเ้ป็นเสน้ m เสน้ m จะตดั QR ใหจ้ดุตดัเป็น R’ และจะไดว้่า ∠QP’R ≅ ∠QPR̅̅̅̅  และ 

∠QR’P’ ≅ ∠QPR และเห็นไดช้ดัว่า ∠Q = ∠Q และจากการท่ีมมุทัง้สามเท่ากนั จะไดว้า่ อตัราส่วนของดา้นท่ีสมนยักนั

ทัง้สามคูเ่ท่ากนั ∴ ∆P’R’Q ≅ ∆PRQ 

2) จะพิสจูนว์า่ Q → P5  

ยอมรบัวา่ Wallis’ Postulate เป็นจรงิ จะพิสจูนว์่า P5 เป็นจรงิ 
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 ให ้m  เป็นเส้น และ A เป็นจุดท่ี  

ไม่อยูบ่น m จะพิสูจน์วำ่มีเส้น 

เดียวเท่ำนั้นท่ีผำ่น A และขนำน 

กบั m 

 

     ให ้ℓ ท่ีผำ่น A และมี AB เป็นเส้นตั้งฉำกร่วมกนักบั m ( ℓ //m) ให ้n เป็นเส้นใดๆท่ีผำ่น A แต่ n ≠ ℓ จะ

พิสูจน์วำ่ n ตดั m  

     ∵ n  ≠  ℓ ให ้𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ระหวำ่ง 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗และ AB จำก 𝐷𝐸̅̅ ̅̅  ⊥ AB  พิจำรณำ ∆AED และ AB โดย Wallis ‘ 

Postulate 

จะไดว้ำ่ ∆ABF และคลำ้ยกบั ∆AED  ∵∆AED ∼∆ABF เรำจะไดว้ำ่ ∠BAF ≅  ∠EAD  ∴ F ตอ้งอยู่

บน AD หรือ n ∵∠ABF ≅  ∠AED  ∴ FB จะ⊥ กบั AB ท่ี B และเน่ืองจำก m เป็นเพียงเส้นเดียวเท่ำนั้นท่ี 

⊥AB 

และผำ่น B  ∴F ตอ้งอยูบ่น𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗และ m  นัน่คือ n ตดั m 

แบบฝึกหดั 

1. จงพิสูจน์วำ่ P5 สมมูลยก์บับทกลบัของ ท.บ.21 
2. จงพิสูจน์วำ่ P5 สมมูลยก์บัขอ้ควำมต่อต่อไปน้ี 

   “ ผลบวกของมุมภำยในของสำมเหล่ียมเป็น 180°  ” 

The Saecheni - Legendre Theorem 

       นิยำม. รูป □ ABCD ซ่ึงมี m∠A = m ∠B = 90° และ AD = BC เรียกวำ่ ส่ีเหล่ียม Saecheni  𝐴𝐵̅̅ ̅̅    

จะเรียกวำ่ฐำน ∠D , ∠C  เรียกวำ่ summit angle 𝐷𝐶̅̅ ̅̅   เรียกวำ่ ดำ้น summit 
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ทฤษฏี 27 (Saecheni - Legendre Theorem) 

       “ผลบวกของมุมภำยในของรูป ∆ ใดๆ ยอ่มนอ้ยกวำ่หรือเท่ำกบั180°   ” 

ก่อนท่ีจะพิสูจน์ทฏษฏีน ำ( Lemma ) ก่อน ดงัน้ี 

Hemma I ผลบวกของมุมภำยในสองมุมของสำมเหล่ียมใดๆยอ่มนอ้ยกวำ่ 180°    

พิสูจน์  ก ำหนด ∆ ABC ให ้D อยูบ่น𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

             ท่ีท ำให ้B – C – D 

             ∴∠4 เป็นมุมภำยนอกของ∆ ABC 

             ∴m∠4 > m∠1 

             แต่ m∠4 + m∠2 = 180°    และ m∠4 = 180° -  m∠2 

             ∴m∠1 ∠180° - m∠2 

          ∴m∠1 + m∠2  ∠180° โดยท ำนองเดียวกนัจะไดว้ำ่ 

                m∠2 + m∠3  ∠180° และ m∠1 + m∠2   ∠180° 

Lemma II ส ำหรับ ∆ ABC ใดๆ จะมี ∆ A,B,C, ท่ีมีผลบวกของมุมภำยในของ ∆ ABC แต่ ∠ A , ≤ 
1

2
 (m∠ 

A) 

พิสูจน ์พิจำรณำ ∆ ABC  โดยท่ี E เป็น จุดก่ึงกลำงของ 𝐵𝐶̅  

               ก ำหนดจุด F บน 𝐴𝐸̅̅ ̅̅  โดยท่ี A – E – F ท่ีท ำให ้

             𝐴𝐸 ̅̅ ̅̅ ̅ ≅   𝐸𝐹̅̅ ̅̅   ลำก FE 

            เห็นไดช้ดัวำ่   ∆ AEB  ≅  ∆ CEF ∴∠2 ≅ ∠5 และ ∠3 ≅ ∠6 

            ให ้S (∆ ABC ) แทนผลบวกของมุมภำยในของ ∆ ABC  จะไดว้ำ่ 

            S (∆ ABC ) =  m∠A +   m∠B +     m∠C  = m∠1 +   m∠2 +     m∠3 +     m∠4 



∵ s (Δ ABC) = m ∠1 + m  ∠5 +  m ∠6 + m  ∠4  

                           = s (Δ AFC) 

∵ m ∠ A           = m ∠1 +  m ∠2 = m ∠1 +  m ∠5 

∵ m ∠ 1           ≤  1
2
 m(A) หรือ m ∠ 5  ≤ 1

2
m(A) 

∵ Δ AFC คือ Δ A,B,C ท่ีตอ้งกำรกำรพิสูจน์ทฤษฎีบทท่ี27 

     “ผลบวกของมุมภำยในของรูปสำมเหล่ียมยอ่มนอ้ยกวำ่หรือเท่ำกบั 180° ” 

พิสูจน์   สมมุติวำ่มี Δ ABC ซ่ึงง s (Δ ABC) = 180°  + b โดยท่ี n >  0 

โดยท่ีhemma II เรำสำมำรถสร้ำง Δ A,B,C ท่ีมี  s (Δ  A,B,C) = 180° + n  

และ m ∠ A , = 1
2
 (m ∠ A) โดยใช ้hemma อีกคร้ังจะไดว้ำ่มี Δ 𝐴2 𝐵2 𝐶2 ท่ี s (Δ 𝐴2 𝐵2 𝐶2)= 180° = n  

และ m ∠ 𝐴2 = 1
2
(m ∠ 𝐴1) 

∵ m ∠𝐴2 ≤ 1
2
 m ∠𝐴1 ≤ 1

2
 m ∠ A 

ถำ้ด ำเนินกำรต่อไปเช่นน้ีเร่ือยๆ จะสร้ำง Δ 𝐴,𝐵,𝐶 , Δ 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2 , Δ𝐴3, 𝐵3, 𝐶3 ,  

...., Δ 𝐴𝑛, 𝐵𝑛, 𝐶𝑛 ท่ีมีมุมภำยในเป็น 180° + n และ m ∠𝐴𝑛 ≤ (1

2
)
𝑛

 (m ∠ A) ดงันั้นโดย A ภำยให ้dean 

Property เม่ือ n ใหญ่มำกพอจะท ำให ้ m ∠𝐴𝑛  เลก็เพียงใดก็ให ้∵ จะมี n ท่ีท ำให ้m ∠𝐴𝑛 ≤ n 

       ∵ m ∠𝐴𝑛 + m ∠ 𝐵𝑛 + m ∠ 𝐶𝑛  =  180° + n แต่  m ∠𝐴𝑛 ≤ n 

       ∵ m  ∠ 𝐵𝑛 + m  ∠𝐶𝑛 ≥ 180° ซ่ึงขอ้กบั hemma I  

       ∵ แต่ไม่มี Δ ABC ท่ี s (ABC) =  180° + n  

       ∵ ผลบวกของมุมภำยในของรูปสำมเหล่ียมยอ่มนอ้ยกวำ่หรือเท่ำกบั 180° 

 

 



กำรหำวำ่รูปส่ีเห่ียมมุมฉำกมีหรือไม่ 

                 ในตอนท่ีผำ่นมำเรำไดก้ล่ำวถึงส่ีเหล่ียม Saecheri ซ่ึงเป็นรูปส่ีเหลียมท่ีมีสองดำ้นเท่ำกนั และตั้ง  

ฉำกกบัดำ้นทั้งสำมดงัน้ี 

ส่วนของเส้นตรง AB  ≅   ส่วนของเส้นตรง CB และ ±ส่วนของเส้นตรง AB 

เรียกส่วนของเส้นตรง AD , CB วำ่เป็นดำ้นหรือขำ (leg) ของรูปส่ีเหล่ียม ส่วน

ของเส้นตรง AB เรียกวำ่ฐำน  ส่วนของเส้นตรง DE เรียกวำ่ summit และ ∠C  

และ ∠D  เรียกวำ่มุม summit  

       Saecheri สร้ำงส่ีเหล่ียมชนิดน้ีขึ้นมำเพื่อท่ีจะพิสูจน์วำ่ มุม summit เป็นมุมฉำก ถำ้พิสูจน์ไดจ้ริง ก็เท่ำกบั

วำ่พิสูจน์ไดว้ำ่ “ มีส่ีเหล่ียมมุมฉำก ” เกิดขึ้นใน “Neutral Grcmetry  ”เน่ืองจำกขอ้ควำมท่ีวำ่ “มีส่ีเหล่ียมมุม

ฉำก” สมมูลกบั𝑃5 ซ่ึงเท่ำกบั Saeeheni พิสูจน์ไดว้ำ่ 𝑃5 เป็นจริง และน้ีก็เป็นแนวทำงหน่ึงท่ี Saeeheni จะ

พิสูจน์ใหไ้ดว้ำ่𝑃5 เป็นจริง  

        ถำ้เรำนิยำมวำ่ ส่ีเหล่ียมมุมฉำก (Rectangle) คือส่ีเหล่ียมท่ีท่ีมุมทุกมุมเป็นมุมฉำก ปัญหำเกิดขึ้นวำ่

ส่ีเหล่ียมเช่นน้ีมีหรือไม่ใน Neutral Ceometry ขอใหน้กัศึกษำทดลองสร้ำงดู 

        ทฤษฎีต่อไปน้ี 5 ทฤษฎี เก่ียวกบัส่ีเหล่ียม Saecheri กำรพิสูจน์ กำรเท่ำกนั 3 ประกำรของรูปสำมเหล่ียม 

ใหศึ้กษำพิสูจน์เป็นแบบฝึกหัด 

ทฤษฎ่ี 28  เส้นทแยงมุมทั้งสองของรูป ∎ Saecheri ยำวเท่ำกนั 

ทฤษฎ่ี 29  มุม summit  ของ ∎ Saecheri เท่ำกนั 

ทฤษฎ่ี 30  มุม summit  ของ ∎ Saecheri ไม่เป็นมุมป้ำน 

ทฤษฎ่ี 31  เส้นเช่ือมจุดก่ึงกลำงของดำ้นป้ำนและดำ้น summit จะตั้งฉำกกนัดำ้นป้ำนและดำ้น summit  

บทแทรก  ดำ้น summit กนั ป้ำน  ขนำนกนั 

 

 



ทฤษฎีบทท่ี 32 ในส่ีเหล่ียม Saeeheri  summit ยำวกวำ่หรือเท่ำกบัฐำน 

พิสูจน์ ให้ABCD เป็นส่ีเหล่ียม Saeeheri 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  ≅ 𝐶𝐵̅̅ ̅̅  ,<A=<B=มุมฉำก  ตอ้งกำรพิสูจน์วำ่ AB ≤ CD 

จำก +++ ถำ้ <1≅<2 จะไดว้ำ่ ∆ABC≅ ∆CBD จะท ำให ้AB=CD 

ถำ้ m <1 < m<2 โดย Hinge Theorem จะไดว้ำ่ AB<CD  

สมมติวำ่ m<1 > m<2 เน่ืองจำก m<3 +m<2 =90∘ 

∴m<3 +m<1 >90∘ ซ่ึงขดัแยง้กบั Saeeheri-Legendre 

Theorem ∴ m<1≤m<2 ∴AB≤CD   
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Johann Lambert (1728-1777) เป็นอีกผูห้น่ึงท่ีพยำยำม พิสูจน์วำ่ 𝑃5เป็นจริง Lambert ไดส้ร้ำงส่ีเหล่ียม

ขึ้นมำชนิดหน่ึงเรียกวำ่  ส่ีเหล่ียม Lambert ซ่ึงเป็นส่ีเหล่ียมท่ีมีมุมฉำกอยำ่งนอ้ย 3 มุม ถำ้พิสูจน์ไดว้ำ่มุมท่ีจะ

เป็นมุมฉำกก็เท่ำกบัพิสูจน์ไดว้ำ่ 𝑃5จริง 

ทฤษฎีท่ี 32 มุมท่ีส่ีของส่ีเหล่ียม Lambert ไม่เป็นมุมป้ำน 

ทฤษฎีท่ี 33 ดำ้นท่ีเป็นแขนของมุมฉำกสองมุมสั้นกวำ่ดำ้นตรงขำ้ม  

ทฤษฎีท่ี 34เส้นเช่ือมจุดก่ึงกลำงของดำ้นฐำน และ summit ของส่ีเหล่ียม Saeeheri จะสั้นกวำ่ดำ้นตรงขำ้ม 



    เรำจะเห็นวำ่ Lambert และ Saeehrei ประสบควำมส ำเร็จในกำรก ำจดัมุมป้ำนออกไป  แต่ไม่ประสบ

ควำมส ำเร็จในกำรก ำจดัมุมแหลม ท ำใหย้งัพิสูจน์ไม่ไดว้ำ่มี ส่ีเหล่ียมมุมฉำกนอ้ยกวำ่หน่ึงรูป ซ่ึงขอ้ควำมน้ี

สมมูลกบั 𝑃5 ซ่ึงก็เท่ำกบัวำ่ Lambert และ Seaaheri ยงัไม่ประสบควำมส ำเร็จในกำรพิสูจน์วำ่𝑃5เป็นทฤษฎี 

ทฤษฎีบทท่ี 35 ถำ้มีรูปส่ีเหล่ียมมุมฉำกท่ีเกิดขึ้นหน่ึงรูป  แลว้จะมีรุปส่ีเหล่ียมมุมฉำกท่ีมีดำ้นๆหน่ึงยำว

มำกกวำ่ส่วนของเส้นตรงท่ีก ำหนดใหไ้ด ้

พิสูจน์  ให ้ABCD เป็นส่ีเหล่ียมมุมฉำก  และ 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  เป็นส่วนของเส้นตรงใดๆ จะแสดงวำ่เรำสำมำรถสร้ำง

ส่ีเหล่ียมมุมฉำกท่ีมีดำ้นหน่ึงยำวกวำ่ 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  
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P                                                                                                                                                                     Q 

โดยกำรสร้ำงจะมี 𝐶2บน 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  ท่ี 𝐷 − 𝐶 − 𝐶2 และ 𝐶𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐷𝐶̅̅ ̅̅   ท ำนองเดียวกนัจะมี𝐵2บน 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ท่ี 𝐴 − 𝐵 − 𝐵2 และ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅โดยทฤษฎีSASAS 

∴𝐴𝐵2𝑄2𝐷เป็น   มุมฉำก และ 𝐴𝐵2 = 2(𝐴𝐵) โดยกำรสร้ำงท ำนองเดียวกนัจะมี 

𝐴𝐵𝑛𝐶𝑛𝐷 ซ่ึง 𝐴𝐵𝑛 = 𝑛(𝐴𝐵) โดยสมบติั  Arehimedean จะมี n ท่ีท ำให ้n(AB)+PQ 

บทแทรก  ถำ้มีรูปส่ีเหล่ียมมุมฉำกท่ีเกิดขึ้นแลว้จะมีส่ีเหล่ียมมุมฉำกท่ีแต่ละดำ้นยำวมำกกวำ่ส่วนของ

เส้นตรงใดๆท่ีก ำหนดใหไ้ด ้



ทฤษฎีบทท่ี 36 ถำ้มีรูปส่ีเหล่ียมมุมฉำกท่ีเกิดขึ้นแลว้จะมีรูปส่ีเหล่ียมมุมฉำกท่ีดำ้นประชิดสองดำ้นยำวเท่ำกบั 

𝑃𝑄̅̅ ̅̅  และ 𝑅𝑠̅̅̅̅  

พิสูจน์  สร้ำงส่ีเหล่ียมมุมฉำก WXYZ โดยท่ี 𝑤𝑥 > 𝑃𝑄และ 𝑤𝑧 > 𝑅𝑆(โดยบทแทรกทฤษฎีบทท่ี 

35) ก ำหนด 𝑥บน𝑤𝑥̅̅ ̅̅  ท่ีท ำให ้𝑤𝑥̅̅ ̅̅ ≅ 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  และจำกเส้นตั้งฉำก จำก X ตดั 𝑧𝑦̅̅ ̅ ท่ี 𝑦′   

 

         Z                                                                                        𝑦′                                     Y 

 

 

         𝑧′  

 

       W                                                                                          𝑥′                                     X 

P                                                                                                                                                    Q 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ได ้         w x' y' z1 ซ่ึงเป็น        แลมเบิร์ต (เพรำมีมุมฉำก 3มุม )  

∴ m < w x' y' ≤ 90° ถำ้ m< w x' y' < 90° จะไดว้ำ่ m < x x' y' >90° ซ่ึงชดัแยง้เพรำะ            x x' y' 

y เป็น        แลมเบิร์ต เหมือนกนั มุมท่ี4 จะเป็นมุมป้ำนไม่ได ้∴ m < w x' y' = 90°   ∴          w x' y' z1   

เป็น        มุมฉำกในท ำนองเดียวกนั ก ำหนด z1  

บน𝑤𝑧 ใหw้ z'≅SR และท ำ จุด z'ลำกเส้นตั้งฉำกกบั x' y'ท่ี  y'  'จะได ้       w x' y' 'z1  

ตำมควำมตอ้งกำร 

ทฤษฎี37 ถำ้มี          มุมฉำกเกิดขึ้นแลว้ มุมภำยในของ         มุมฉำก รวมกนัจะเป็น180° 

พิสูจน ์

 

ให ้     ABCเป็นมุมฉำกมี C เป็นมุมฉำก สร้ำง        มุมฉำกใหมี้ดำ้นยำวเท่ำกนั𝐴𝐶และ ∁Β ตำมล ำดบั ให้

เป็น 

      PQRS โดยวำ่ 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ ≅ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ’ 𝐶𝐵̅̅ ̅̅ ≅ 𝑄𝑅̅̅ ̅̅  ลำก PR เห็นไดช้ดัวำ่         ABC ≅         PQR ให ้X เป็น

ผลบวกของมุมภำยในของ        PQR และ Y เป็นผลบวกของมุมภำยในของ       PSR  ส่ีเหล่ียม PQRS เป็น

ส่ีเหล่ียมมุมฉำก ∴  𝑋 + 𝑌 = 360° โดย saccheri legendre theorem จะไดว้ำ่ 𝑋 ≤ 180°และ

 𝑌 ≤ 180°  โดยเง่ือนไข 𝑋 + 𝑌 = 360° จะไดว้ำ่ 𝑋 = 180°, 𝑌 = 180° ซ่ึงเป็นผล

ตำมท่ีตอ้งกำร 

ทฤษฎีบท 38  ถำ้รูปส่ีเหล่ียมมุมฉำกเกิดขึ้นแลว้ สำมเหล่ียมทุกรูปจะมีผลบวกของมุมภำยในเป็น 180° 

(กำรพิสูจน์ใหเ้ป็นแบบฝึกหัด) 



ทฤษฎีบท 12 (Angle Side Side Triangle Theorem) 
ถำ้จุดมุมของรูปสำมเหล่ียมสองรูปสมนยักนัโดยท ำใหมุ้มท่ีอยูใ่นล ำดบัเดียวกนัเท่ำกนัสองคู่และ

ดำ้นท่ีอยูต่รงขำ้มมุมใดมุมหน่ึงในสองมุมน้ีเท่ำกนัดำ้นท่ีตรงขำ้มกบัมุมท่ีเท่ำกนัเท่ำกนัของสำมเหล่ียมอีกมุม
หน่ึงแลว้สำมเหล่ียมสองรูปนั้นจะเท่ำกนัทุกประกำร 

  

 
 

พิสูจน์     ให∆้𝑨𝑩𝑪และ∆𝑫𝑬𝑭 เป็นสำมเหล่ียมท่ี ∠𝑪𝑨𝑩 ≅ ∠𝑭𝑫𝑬,∠𝑪𝑩𝑨 ≅ ∠𝑭𝑬𝑫

และ 𝑨𝑪̅̅ ̅̅ ≅ 𝑫𝑭̅̅ ̅̅  
    ถำ้ 𝑨𝑪̅̅ ̅̅ ≅ 𝑫𝑬̅̅ ̅̅  จะไดว้ำ่ ∆ 𝑨𝑩𝑪 ≅ ∆ 𝑫𝑬𝑭 โดย SAS สมมติวำ่ 𝑨𝑩 > 𝑫𝑬ให ้B 

เป็นจุดบน 𝑨𝑩̅̅ ̅̅  ท่ีท ำให ้𝑨𝑩́̅̅ ̅̅  ≅ 𝑫𝑬̅̅ ̅̅  ∴  ∆𝑨𝑩𝑪 ≅ ∆𝑫𝑬𝑭 โดย 𝑺𝑨𝑺 ∴ ∠𝑨𝑩𝑪 ≅

∠𝑨𝑩𝑪แต่∠𝑫𝑬𝑭 ≅ ∠𝑨𝑩𝑪 ∴  ∠𝑨𝑩𝑪 ≅ ∠𝑨𝑩𝑪 ซ่ึงเป็นไปไม่ได ้เพรำะ∠𝑨𝑩𝑪 เป็น
มุมภำยนอกของ ∆𝑨𝑩𝑪 ∴  𝑨𝑩̅̅ ̅̅  ≅ 𝑫𝑬̅̅ ̅̅                                                                                                                                
∴ ∆𝑨𝑩𝑪 ≅  ∆𝑫𝑬𝑭 
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ทฤษฎี 13 (SASAS Congruence Theorem for Quadrilateral) 

“ ถำ้มุมของรูปส่ีเหล่ียมสองรูปมีควำมสมนยัแบบหน่ึงต่อหน่ึง โดยท่ีมีดำ้นเท่ำกนั 3 คู่และมีมุมในระหวำ่ง
ดำ้นคู่ท่ีเท่ำกนั 2 คู่แลว้ ส่ีเหล่ียมทั้งสองรูปจะเท่ำกนั ทุกประกำร“ 
 
 

 

 

 กำรพิสูจน์ใหเ้ป็นแบบฝึกหดั 

ทฤษฎี14  (Inverse of the Isosceles Triangle theorem) 

“ ถำ้ดำ้นสองดำ้นของสำมเหล่ียมรูปหน่ึงยำวไม่เท่ำกนั แลว้มุมท่ีอยูต่รงขำ้มกบัดำ้นทั้งสองจะไม่เท่ำกนัมุมท่ี

อยูต่รงขำ้มกบัดำ้นยำวยอ่มกวำ่มุมท่ีอยูต่รงขำ้มดำ้นสั้น’’ 

 

 

 

พิสูจน์  ให ้ABC เป็น △ ท่ี AC > BC  ∵ AC > BC จะมีจุด D บน  CB ท่ี C-B-D และท ำให ้AC ≅ CD  

          ∴∠CAD ≅ ∠CDA แต่ ∠ABC เป็นมุมภำยนอกของ △ABC 

          ดงันั้น m∠CBA > m∠CDA 

          เน่ืองจำก B เป็นจุดภำยใน  ∠CAD ∴m∠CAB < m∠CDA  

          ∴m∠CAB < m∠CBA 

ทฤษฎี15 “ ถำ้มุมสองมุมของสำมเหล่ียมรูปหน่ึงไม่เท่ำกนัแลว้ดำ้นท่ีอยู่ตรงขำ้มกบัมุมใหญ่ยอ่มเยำกวำ่ดำ้น

ท่ีอยูต่รงขำ้มกบัมุมเลก็” 

  (พิสูจน์ใหเ้ป็นแบบฝึกหดั) 
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ทฤษฎี16 (Triangle Inequality) 

“ ควำมยำวของดำ้นสองดำ้นของรูปสำมเหล่ียมใดใดรวมกนัยอ่มมำกกวำ่ควำมยำวของดำ้นท่ีสำม“ 

พิสูจน ์  ให ้PQR เป็น △ ใดๆ  

 เรำจะแสดงวำ่ PQ + QR > PR                                                                                                             

ให ้S เป็นจุดบน PQ โดยท่ี P-Q-S  และ QS ≅ QR ดงันั้น  △ROS เป็น △ หนำ้จัว่                    

∴∠QRS ≅ ∠QSR  ∵ QS ≅ QR ∴ PQ + QS = PQ + QRเน่ืองจำก Q เป็นจุดภำยใน ∠PRS               

∴ m∠QRS < m∠PRS แต่ m∠PRS ≅ m∠QRS ∴m∠QRS > m∠PRS ∴ PS > PR                           

∴PQ + QS > PR หรือ PQ + QR > PR  

 กรณีอ่ืนๆพิสูจน์ท ำนองเดียวกนั 

ทฤษฎี 17 (The hinge theorem) 

“ ถำ้สำมเหล่ียมสองรูปมีดำ้นเท่ำกนัเท่ำกนัสองคู่และมุมในระหวำ่งดำ้นคู่ท่ีเท่ำกนัของรูปหน่ึงใหญ่กวำ่มุม

ในระหวำ่งดำ้นคู่ท่ีเท่ำกนัของอีกรูปหน่ึงแลว้ดำ้นท่ีสำมของรูปท่ีมีมุมในระหวำ่งดำ้นคู่ท่ีเท่ำกนัเป็นมุมใหญ่

ยอ่มยำวกวำ่ดำ้นท่ีสำมของรูปท่ีมีมุมในระหวำ่งดำ้นคู่ท่ีเท่ำกนัเป็นมุมเลก็” 

 

 

 

 

พิสูจน์ ก ำหนด△ABC และ  △DEF  โดยท่ี AB ≅ DE , AC ≅ DF และ m∠CAB > m∠FDE              

เรำจะตอ้งพิสูจน์วำ่ BC > FE  ∵ m∠CAB > m∠FDE  ∴จะมีจุด P ใน ∠CAB ท่ีท ำให้                 

△ABD ≅ △DEF ให ้AR ∠CAP BC S △ACS ≅ △APS ∴CS ≅ SP                                             

∴BS + SP > BP หรือ  BS +SC > BP แต่ PB ≅  EF                                                                                       

∴BS + SC > EF หรือ BC > EF 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ทฤษฎีบท 18  (SSS Triangle congruence Theorem)  
“ถำ้จุดยอดของสำมเหล่ียมสองรูปสมในกบั แบบหน่ึงต่อหน่ึงโดยท ำใหค้วำมยำวของดำ้นท่ีอยูใ่น

ล ำดบัเดียวกนัเป็นคู่ๆ รวมสำมคู่แลว้สำมเหล่ียมทั้งสองรูปเท่ำกนัทุกประกำร” 

(พิสูจน์ใหท้ ำแบบฝึกหดั) 

เส้นขนำน 



 บทนิยำม เส้นสองเส้นบนระนำบขนำนกนัต่อเม่ือทั้งสองเส้นไม่มีจุดร่วมกนั 

ทฤษฎีบท 19  “เส้นหน่ึงตดัเส้นอีกสองเส้นโดยท ำใหมุ้มแยง้เท่ำกนัแลว้เส้นทั้งสองย่อมขนำนกนั” 

พิสูจน์  ให ้ℓ และ 𝔪 เป็นเส้นสองเส้นท่ีมี PQ ตดัท่ี P และ Q โดยท ำให ้∠1 ≅ ∠2  

ตอ้งกำรพิสูจน์วำ่ ℓ ∥ 𝔪 

      สมมุติวำ่ ℓ ∦ 𝔪 ให ้ℓ และ 𝔪 ตดักนัท่ี R 

 พิจำรณำ ∆𝑃𝑄𝑅 โดยทฤษฎีบท 19 ไดว้ำ่ 

 𝔪∠2 > 𝔪∠1 ซ่ึงขดัแยง้กบัท่ีก ำหนดใหว้ำ่ 

𝔪∠2 = 𝔪∠1                                                                                                                                          
 ∴ ℓ ∥ 𝔪 

หมำยเหต ุ บทกบัของทฤษฎีบท 19 คือ “ถำ้เส้นหน่ึงตดัเส้นขนำนคู่หน่ึงแลว้มุมแยง้ยอ่มเท่ำกนั” ไม่เป็น

ทฤษฎีบทใน neutral geometry เพรำะกำรพิสูจน์ตอ้งอำศยัขอ้ควำมท่ีสมบูรณ์กบัสัจพจน์ท่ี 5 

ทฤษฎีบท 20  เส้นสองเส้นตรงก็ขนำดกบัเส้นๆหน่ึงแลว้เส้นทั้งสองยอ่มขนำนกนั 

 

 

 

 

ทฤษฎีบท 21  เส้นหน่ึงตดัเส้นสองเส้นโดยท ำใหมุ้มภำยนอกกบัมุมภำยในท่ีอยูต่รงขำ้มและขำ้งเดียวกนัของ

เส้นตดัแลว้สองเส้นยอ่มขนำนกนั 

ทฤษฎีบท 22  เส้นหน่ึงตดัสองเส้น โดยท ำใหมุ้มขำ้งเดียวกนัของเส้นตดัรวมกนัเป็นสองมุมฉำกแลว้สอง

เส้นยอ่มขนำนกนั (ทฤษฎีบท 20 – 22 ใหพ้ิสูจน์เป็นแบบฝึกหดั)  



 เน่ืองจำกสัจพจน์ขอ้ท่ี 5 ของ Euclid ยำวเขำ้ใจยำกและไม่สะดวกในกำรน ำไปใชใ้นกำรพิสูจน์จึงมีผู ้

พยำยำมใชข้อ้ควำมอ่ืนท่ีมีใจควำมเดียวกนัแทนขอ้ควำมท่ีมีช่ือเสียงและใชก้นัทัว่ไปคือสัจพจน์ของเพลย์

แฟร์ (Playfair’s Axion) ซ่ึงมีใจควำมดงัน้ี 

 “ท่ีจุดๆหน่ึงซ่ึงอยูบ่นเส้นตรงท่ีก ำหนดใหจ้ะมีเส้นเพียงเส้นเดียวเท่ำนั้นท่ีผำ่นจุดท่ีก ำหนดใหแ้ละ

ขนำนกบัเส้นท่ีก ำหนดให”้ 

ทฤษฎีบท 23  สัจพจน์ขอ้ท่ี 5 ของ Euclid สมมูลกบั Playfair’s Axion 

พิสูจน์  เรำแบ่งกำรพิสูจน์เป็น2ตอน คือ 

1) P₅ → Playfair’s Axion 
2) Playfair’s Axion → P₅ 

1) ยอมรับวำ่ P เป็นจริงแลว้พิสูจน์วำ่ Playfair’s Axion เป็นจริง ให ้A เป็นจุดท่ีอยูบ่นเส้น 𝔪 ให ้𝔱 
เป็นเส้นท่ีผำ่น A และ ⊥ กบั 𝔪 ตดัท่ี 𝔪 ท่ี B ให ้ℓเป็นเส้นท่ีตั้งฉำกกบั t ท่ี A ∴ ℓ ∥ 𝔪 
(โดยทฤษฎีบท 19) ให ้n เป็นเส้นอ่ืนๆท่ีผำ่น A                                                         

 ∴  𝓃 ≠ 𝐴  
จะมีมุมหน่ึงท่ีเกิดจำก n และ t 

เป็นมุมแหลม สมมติวำ่เป็น ∠1 

 

 

 

 

 

∴  m < 1 + m < 𝐴𝐵𝐶      นอ้ยกวำ่สองมุมฉำก 

   ∴ โดย P5  n อยู่ติดกบั m    ∴ มีอยำ่งมำกเพียงเส้นเดียวเท่ำนั้นท่ีผำ่น A และขนำนกบั m 

   ∴ Playfair’s Axiom เป็นจริง 



   ∴ P5 → Playfair’s Axiom 

2) ยอมรับวำ่ Playfair’s Axiom  เป็นจริง จะพิสูจน์วำ่ 

 

    

 

ให ้t ตดั l และ m โดยท ำให ้m < 1 + m < 2 < 2มุมฉำก  จะตอ้งแสดงวำ่ l ตดั m 

   จะตอ้งแสดงวำ่ l ตดั m ทำงตน้ท่ีมีผลบวกของมุมนอ้ยกวำ่ 2มุมฉำก 

∴ m < 3 + m < 2 = 180°        ∴ m < 3 > m < 1 

ท่ี A สร้ำง AD ท่ีท ำให ้m < 3 = m < BAD โดยทฤษฎีบทเก่ียวกบัมุมแยง้ จะไดว้ำ่ AD ∥ m

เน่ืองจำก Playfair’s Axiom เป็นจริง จะไดว้ำ่  l ∦ m    ∴ l ตดักบั m 

ถำ้ l ตัดกับ m ทำงดำ้นซำ้ย จะไดว้ำ่ 𝑚 < 1 > 𝑚 < 3 

ซ่ึงขดักบัท่ีพิสูจน์มำแลว้วำ่ m < 3 > m < 1 

∴ l ไม่ตดั m ทำงดำ้นซำ้ย 

∴ l ตดั m ทำงดำ้นขวำ 

∴ l ตดั m ทำงดำ้นท่ีมีผลบวกของมุมนอ้ยกวำ่ 2มุมฉำก 

∴ P5  เป็นจริง 

∴ Playfair’s Axiom → P5 

ทฤษฎี 23  P5 สมมูลกบั บทกลบัของทฤษฎีท่ี 19 

พิสูจน์ เรำตอ้งพิสูจน์ 2 ตอน 

      ตอนท่ี 1 จะพิสูจน์วำ่ P5 → บทกลบัทฤษฎีบท 19 



      ตอนท่ี 2 จะพิสูจน์วำ่ บทกลบัทฤษฎี 19 → P5 

จะพิสูจน์ตอนท่ี 1   ตอนท่ีสองใหเ้ป็นแบบฝึกหัด 

      ยอมรับวำ่ P5  เป็นจริง จะพิสูจน์วำ่ขอ้ควำมต่อไปน้ี เป็นจริง 

“ ถำ้เส้นขนำนคู่หน่ึงถูกตดัโดยเส้นๆหน่ึง แลว้มุมแยง้จะเท่ำกนั ” 

ให ้l ∥ m มี t ตดั ท ำให้เกิดมุมแยง้  

< 1และ < 2   สมมุติวำ่ < 1 ≠ มุม2 

ให ้m < 1 > m < 2  ท่ี B 

สร้ำง BC  ท ำให ้< 𝐴𝐵𝐶 ≅ < 2 

โดยทฤษฎีบท 19 จะไดว้ำ่ BC ∥ m   

แต่ mc ≠ l  ซ่ึงขดัแยง้กบั P5 

∴ m < 1 = m < 2 

∴ < 1 ≅ < 2 

ทฤษฎีท่ี  24  P5  สมมูลกบัขอ้ควำมต่อไปน้ี 

        “ ถำ้เส้นๆหน่ึงตดัเส้นใดเส้นหน่ึงของเส้นคู่ขนำนกนัแลว้ เส้นๆนั้นจะตดัอีกเส้นท่ีเหลือ ” 

ทฤษฎีท่ี 25   P5 สมมูลกบัขอ้ควำมต่อไปน้ี 

        “ ถำ้เส้นๆหน่ึงตั้งฉำกกบัเส้นใดเส้นหน่ึงของเส้นคู่ขนำนแลว้ เส้นๆนั้นจะตั้งฉำกกบัเส้นท่ีเหลือ ” 

( ทฤษฎี 24 และ 25 ใหเ้ป็นแบบฝึกหดั ) 

ทฤษฎี 39 ถำ้มี  รูปหน่ึงซ่ึงมีผลบวกของมุมภำยในเป็น 180° องศำ แลว้จะมี ◻ มุมฉำกเกิดขึ้น 
 
พิสูจน์  
 
 

𝑀 

𝑃 𝑁 

𝐴 𝐷 𝐵 

𝐶 

𝑥 𝑦 



 
 
 
 
 
ให ้𝐴𝐵𝐶 มี 𝑚 < 𝐴 + 𝑚 < 𝐵 + 𝑚 < 𝐶 = 180°  

∵ ตอ้งมีอยำ่งนอ้ยสองมุมของ เป็นมุมแหลมใหเ้ป็น 𝐴̂ และ 𝐵̂  
∵𝐶𝐷 เป็นเส้นตั้งฉำกจำก 𝐶 มำยงั 𝐴𝐵 ท่ี 𝐷 โดยท ำให ้𝐴 − 𝐷 − 𝐵  

ให ้𝑥 เป็นผลบวกของมุมภำยในของ 𝐴𝐷𝐶 และ 𝑦  เป็นผลบวกมุมภำยในของ 𝐷𝐵𝐶  
เห็นไดช้ดัวำ่ 𝑥 + 𝑦 = 360° และ 𝑥 = 180°  

∵𝐴𝐷𝐶 เป็น  มุมฉำก ซ่ึงมีผลบวกของมุมภำยในเป็น 180°  

สร้ำง 𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ บน 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  ท่ีท ำให ้∠𝐴𝐶𝑁 ≅ ∠𝐶𝐴𝐷 ให ้P เป็นจุดบน 𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ท่ีท ำให ้𝐶𝐷̅̅ ̅̅ ≅ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  จะได้
วำ่ ◻𝐴𝐷𝐶𝑃 เป็น ◻ มุมฉำกตำมตอ้งกำร  
 
บทแทรก ถำ้มี  รูปหน่ึงมีมุมภำยในรวมกนัเป็น 180° แลว้  ทุกรูปจะมี ผลบวกของวงภำยในเป็น 180° 

(กำรพิสูจน์ใหเ้ป็นแบบฝึกหัด) 
บทแทรก ถำ้มี  รูปหน่ึงซ่ึงมีมุมภำยในรวมกนันอ้ยกวำ่ 180° แลว้  ทุกรูปจะมีผลบวกของมุมภำยในนอ้ย
กวำ่ 180° 
 
บทแทรกทั้งสองกล่ำวในลกัษณะ “ทั้งหมด หรือ ไม่มี” 
 
 
 
 
 
 
 
ทฤษฎี 40 P5 สมมูลกบัขอ้ควำม “ผลบวกของมุมภำยในของ  ทุกรูปเป็น 180°” 
 
พิสูจน ์  ⇒ ใหเ้ป็นแบบฝึกหดั 
  ⇐ ยอมรับวำ่ผลบวกของมุมภำยในของ  ทุกรูปเป็น 180° 



       จงพิสูจน์วำ่ P5 เป็นจริง 
 
 
 
 
 
 
 
 
ก ำหนดให ้𝑙 และ 𝑃 เป็นจุดท่ีไม่อยูบ่น 𝑙 ให ้𝑚 เป็นเส้นขนำนกบั 𝑙 และ ผำ่น 𝑃 จำก 𝑃 ลำก 𝑃𝑄 ⊥ 𝑙 
ท่ี 𝑄  
จะพิสูจน์วำ่ 𝑛 ท่ีลำกผำ่น 𝑃 จะตดั 𝑙 สมมุติวำ่ 𝑛//𝑙 ∵ 𝑛 ต่ำงจำก 𝑚  

พิจำรณำ 𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗   ซ่ึงอยูร่ะหวำ่ง 𝑃𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ (∴ ∠𝑅𝑃𝑆 > 0) 
โดยคุณสมบติั Archimedean 

ของจ ำนวนจริง เลือกจุด 𝑇 บน 𝑙 ซ่ึงอยูข่ำ้งเดียวกนักบั 𝑃𝑙⃡⃗  ⃗ 𝑅 และ 𝑆 ท่ีท ำให ้
𝑚 ∠ 𝑄𝑇∠ 𝑚 ∠𝑆𝑃𝑅 

∵ 𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗   เป็นแขนท่ีอยูภ่ำยใน ∠𝑄𝑅𝑆 
∴ 𝑚 ∠ 𝑇𝑃𝑄∠ 𝑚 ∠𝑆𝑃𝑄 
∴ 𝑚 ∠ 𝑇𝑃𝑄 + 𝑚 ∠ 𝑄𝑇𝑃 ∠ 𝑚 ∠ 𝑆𝑃𝑄 𝑚 ∠ 𝑆𝑃𝑅 = 90° 
∴ ผลบวกของมุมภำยในของ  𝑃𝑄𝑇 จะนอ้ยกวำ่ ซ่ึงขดักบัท่ีก ำหนดให ้𝑛 ตดั 𝑙 
∴ P5 เป็นจริง 

 
 
 
 
 
 
 
ทฤษฎี 15 (หนำ้ 7)  ให ้𝐴𝐷𝐶 มี 𝑚𝐵̂ > 𝑚𝐴̂ จงพิสูจน์ 𝐴𝑐 > 𝐵𝑐 
 
 
 

𝑇 𝑄 

𝑅 𝑃 

𝑆 

𝑛 

𝑚 

𝑙 

𝐵 

𝐶 

𝐴 



A

B

C D

E

F

 
 
 
 

พิสูจน ์    สมมุติวำ่ 𝐴𝑐 = 𝐵𝑐 
   ∴ มี 𝑚𝐵̂ = 𝑚𝐴̂  (ทฤษฎี 7) 
   ซ่ึงขดักบัท่ีก ำหนดให้ ∴ 𝐴𝑐 > 𝐵𝑐 เป็นไปไม่ได ้
   สมมุติวำ่ 𝐴𝑐 < 𝐵𝑐 

∴ มี 𝑚𝐴̂ > 𝑚𝐵̂  (ทฤษฎี 14) 
ซ่ึงขดักบัท่ีก ำหนดให้ ∴ 𝐴𝑐 < 𝐵𝑐 เป็นไปไม่ได ้
∴ 𝐴𝑐 > 𝐵𝑐 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ท.บ.18                                                                                            ให้ ∆ABC และ ∆DEF มี 

                                                                                                    AB=DE , BC=EF แล
CD=FD 



L

m2

1

C

B

n

A

3

2
1

n

L

m

                                                                                                    จะพิสูจน์ ∆ABC≅ 
∆DEF 

 

พิสูจน์  สมมุติว่า 𝑚B̂ > 𝑚Ê 

           ∴ AC=DF   (ท.บ. 17) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ ขุดกับท่ีกำหนด 

           ∴ 𝑚B̂/>  𝑚Ê 

           ในทำนองเดียวกับ 𝑚Ê/> 𝑚B̂ 

               ∴ 𝑚B̂ = 𝑚Ê 

                    ∴  ∆ABC ≅ ∆DEF              โดย SAS potulate 

 

ท.บ.21                                                                             ให้ n ตัด L และ m โดยทำให้ 

                                                                                     𝑚1̂ = 𝑚2̂   จะพิสูจน์ L // m 

                                                                                     พิสูจน์ สมมุติว่า L ตัด m ที ่A 

                                                                    ใน ∆ABC จะได้ว่า 𝑚1̂ > 𝑚2 ̂ (ท.บ. 17) 

                                                                             ซึ่งขัดกับท่ีกำหนดให้ ∴  L ไม่ตัด m 

                                                                                    ∴  L // m 

 

 

 

ท.บ.22                                                                      ให้ n ตัด L และ m โดยทำให้ 

                                                                            𝑚1̂ + 𝑚2̂ = 180°   จะพิสูจน์ L // 
m 



                                                                        พิสูจน์ ∴ 𝑚1̂ + 𝑚2̂ = 180°    

                                                                            แต ่𝑚1̂ + 𝑚3̂ = 180° 

                                                                             ∴   𝑚2̂ =  𝑚3̂   

                                                                            ∴   L // m  โดย ท.บ.21 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ท.บ.24 

 

 

          ให้ n ตัด L ที่ A โดยที่ L // m จะพิสูจน์ n ตัด m  

พิสูจน์   ถ้า n ไม่ตัด m จะขัดกับ playfair’s  Axiom ซึ่งสมมูลกับ 𝑃5 

          แต่เขายอมรับว่า 𝑃5 เป็นจริง  ∴ playfair’s  Axiom เป็นจริงด้วย 

An

L

m



An

L

m

L

m

n

          ∴  n ตัด m 

 

                                                                                            ให้ m เป็นเส้นที่ไม่อยู่บน m  

                                                                                            L เป็นเส้นที่ผ่าน p และขนาน
กับ m 

 

จะพิสูจน์ L เป็นเส้นเดียวที่ผ่าน P และขนานกับ m 

พิสูจน์ ให้ n เป็นเส้นอีกเส้นหนึ่งที่ผ่าน P โดยสิ่งที่กำหนด 

ให้จะได้ว่า n ตัด m ∴  L เป็นเส้นเดียวที่ผ่าน P และ 

ขนานกับ m ∴ 𝑃5 เป็นจริง 

 

                 

  

 

 ท.บ.25                                                                                       ให้ L // m และ n ⊥ L 

                                                                                                  จะพิสูจน์ว่า n ⊥ m 

 

 

 

พิสูจน์ โดย ท.บ.24 เมื่อต่อ n ออกมาจะตัดกับ m 

ถ้า n ⊥/ m จะได้ว่าผลบอกของมุมภายในข้างเส้นเดีวกันของ 

เส้นตัดข้างใดข้างหนึ่งรวมกันได้น้อยกว่า180°ซึ้งโดย 𝑃5 จะได้ 

ว่า L ⊥/ m ซึ้งขัดกับท่ีกำหนดให้ ∴  ไม่จริงที่ n ⊥/ m 



∴  n ⊥ m 

 

 

 
 

 

 

 

 


