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แบบรูปของพฒันาการทางความคิดในวิชาเรขาคณิตเป็นผลงานของนกัคณิตศาสตรศึกษา 

สองสามีภรรยา  คือ  Dina  van  Hiele  -  Geldof  และ Pierre  Marie van  Hiele โดยที่ทัง้สอง
พยายามหาค าตอบว่าท าไมผลสมัฤทธิ์ของการเรียนในวิชาเรขาคณิตต ่า  นกัเรียนไม่เขา้ใจเนือ้หาและ
พิสจูนไ์ดไ้ม่ดี  แบบรูปของ  แวนฮีลี  เป็นที่ยอมรบักนัว่าสามารถใชเ้ป็นแนวทางในการสอน  และการ
ประเมินความสามารถของนกัเรียนในวิชาเรขาคณิตไดดี้ 

แบบรูปนีเ้ป็นผลมาจากวิทยานิพนธใ์นระดบัปรญิญาเอกที่เสนอต่อมหาวิทยาลยัยเูทรค  
(Utrecht )    ประเทศเนเธอรแ์ลนด ์  ในปี ค.ศ.  1957  โดยที่ Pierre  ไดว้ิจยัทางดา้นทฤษฎีของ
พฒันาการทางความคิด  ส่วน Dina  ไดศ้กึษาทางดา้นการหาวิธีสอนเพื่อยกระดบัความคิดจากระดบั
หนึ่งไปอีกระดบัหนึ่ง  หลงัจาการเสนอวิทยานิพนธไ์ดไ้ม่นาน   Dina  ไดเ้สียชีวิต    Pierre  จึงไดพ้ฒันา
ทฤษฎีต่อไป 

ประเทศสหภาพสาธารณรฐัสงัคมนิยมโซเวียต ไดส้นใจงานวิจยันี ้  จึงวิจยัซ า้เพื่อทดสอบความ
ถกูตอ้ง(validate) และศกึษารายละเอียดเพิ่มเติม  โดยพิกาโลและสโตลยา  ( Pyshkalo and Stolyar )  
จากสถาบนัดา้นการสอนของโซเวียต  ( Soviet  Academy of Pedagogical  Science )  เป็นผูว้ิจยั  
และประเทศสหภาพสาธารณรฐัสงัคมนิยมโซเวียต ไดป้รบัปรุงหลกัสตูรเรขาคณิตอย่างไดผ้ลดีในช่วงปี  
ค.ศ.  1960 – 1969 งานของแวนฮีลีไดร้บัความสนใจจากนกัคณิตศาสตรศกึษาในสหรฐัอเมริกา
เนื่องจากบทความของ  Izaak Wirszup  ( 1976  )  ชื่อ  “ Breakthoughs  in   Psychology  of  
Learning  and  Teaching  Geometry  “   และจากผลงานชิน้ประวติัศาสตร ์ ของอาจารยข์องแวนฮีลี
จากมหาวิทยาลยัยเูทรค  คือ  ศาสตราจารย ์ Hans  Freudenthal  ในหนงัสือชื่อ  Mathematies as an  
Educational  Task   จากนัน้จึงมีการศกึษาวิจยัแบบรูปนีอ้ย่างจรงิจงั  มีงานวิจยัออกมามากมาย และ
ทฤษฎีมีความชดัเจนมากขึน้ แบบรูปของพฒันาการทางความคิดในวิชาเรขาคณิตประกอบดว้ย 

 
1.  แบบรูป   ( The  Model )   
2.  สมบติัของแบบรูป   ( Properties  of  the  model )   
3.  ขัน้ต่างๆของการเรียนรู ้  ( Phases  of  Learning ) 
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แบบรูป   ( The  Model ) 
แบบรูปของพฒันาการทางความคิดในวิชาเรขาคณิตของ  แวนฮีลี  ประกอบดว้ยระดบัความคิด

ทางเรขาคณิต รวม  5  ระดบั  จากระดบั  0  ถึงระดบั  4  ดงันี ้  
 
ระดับ  0  การเหน็ภาพ ( Visualization ) 

ในระดบันีผู้เ้รียนรบัรูว้่าอวกาศ ( space ) เป็นสิ่งที่อยู่รอบตวั มโนทศันท์างเรขาคณิตต่างๆจะ
รบัรูใ้นลกัษณะภาพรวมมากกว่าแยกสว่น หรือลกัษณะ  เช่น  รูปทางเรขาคณิตจะรบัรูท้ัง้รูป  ไม่แยกเป็น
สว่นๆ  เป็น ดา้น มมุ หรือสมบติัของรูป ผูท้ี่มีความคิดในระดบันีส้ามารถเรียนค าศพัทท์างเรขาคณิต  
บอกชื่อรูปได ้  เมื่อใหด้รููปจะสรา้งรูปบนกระดานตะป ู  หรือวาดรูปคร่าวๆได ้  เมื่อใหรู้ป สี่เหลี่ยมจตัรุสั 
และ สี่เหลี่ยมผืนผา้ ดงัรูปขา้งลา่ง   สามารถบอกไดว้่ารูปใดเป็นรูปสี่เหลี่ยมจตัรุสัหรือรูปสี่เหลี่ยมผืนผา้  
เพราะมีลกัษณะคลา้ยรูปที่เคยเห็นมาก่อน  แต่ไม่สามารถบอกไดว้่ามีมมุฉากสี่มมุ  หรือดา้นตรงขา้ม
ขนานกนั 

 
 
ระดับ 1  การวิเคราะห ์ ( Analysis ) 
 ในระดบันี ้ ผูเ้รียนเริ่มมีการวิเคราะหม์โนทศันท์างเรขาคณิต  เช่น จากการสงัเกต  จากการ-
ทดลอง ผูเ้รียนเริ่มสนใจเก่ียวกบัลกัษณะต่างๆของรูป  สมบติัต่างๆที่ค่อยๆก่อตวันี ้ท าใหส้ามารถแยกรูป
ชนิดต่างๆได ้  จะมองรูปทางเรขาคณิตแบบแยกส่วนได ้  จะบอกไดว้่าเป็นรูปใดโดยดจูากสว่นต่างๆของ
รูป  เช่น  เมื่อใหด้รููปสี่เหลี่ยมดา้นขนาน  ดงัรูป  สามารถระบายสีมมุที่เท่ากนัได ้ บอกไดว้่ามมุตรงขา้ม
เท่ากนั  สามารถบอกลกัษณะทั่วไปของสี่เหลี่ยมดา้นขนานได ้  ยงัไม่สามารถอธิบายความสมัพนัธ์
ระหว่างสมบติัได ้ ยงัไม่เห็นความสมัพนัธร์ะหว่างรูปหน่ึงกบัอีกรูปหนึ่ง  และยงัไม่เขา้ในบทนิยาม 
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ระดับ  2  การอนุมานอย่างไม่เป็นทางการ  ( Informal  Deduction ) 
 ในระดบันี ้  ผูเ้รียนสามารถสรา้งความสมัพนัธร์ะหว่างสมบติัของรูปได ้  ทัง้ภายในรูป( เช่น  ใน
รูปสี่เหลี่ยมที่มีดา้นตรงขา้มขนานกนั  2  คู่  มมุตรงขา้มจะเท่ากนั )    และระหว่างรูป ( เช่น  รูปสี่เหลี่ยม
จตัรุสัเป็นรูปสี่เหลี่ยมมมุฉากมีสมบติัต่างๆของสี่เหลี่ยมมมุฉากครบ )   ดงันัน้นกัเรียนสามารถสรุป
สมบติัต่างๆของรูปได ้ และแยกรูปเป็นกลุม่ๆไดต้ามสมบติั  สามารถเขา้ใจสิ่งที่เรียกว่า class  inclusion   
ได ้ เช่น  สามเหลี่ยมดา้นเท่าทกุรูปเป็นสามเหลี่ยมหนา้จั่ว  สามารถเขา้ใจนิยามไดเ้ป็นอย่างดี  สามารถ
ติดตามการใหเ้หตผุลอย่างไม่เป็นทางการ  ( Informal  Argument ) ได ้ และสามารถใหเ้หตผุลอย่างไม่
เป็นทางการได ้ อย่างไรก็ดีผูเ้รียนในระดบันีย้งัไม่เขา้ใจการอนุมาน  ( Deduction ) โดยรวมไดท้ัง้หมด 
ไม่เขา้ใจบทบาทของสจัพจน ์ ไม่เขา้ในว่าการใหเ้หตผุลอาจสบัเปลี่ยนแนวทางได ้ และไม่เขา้ใจการ
พิสจูนท์ี่เริ่มตน้จากสิ่งที่ก าหนดใหท้ี่แตกต่างออกไปหรือไม่คุน้เคย 
 
 
ระดับ  3  การอนุมาน  ( Deduction ) 
 ในระดบันีผู้เ้รียนเขา้ใจบทบาทของการอนมุานว่าเป็นหนทางในการสรา้งทฤษฎีต่างๆทาง
เรขาคณิต  ตามกรอบของระบบสจัพจน ์  ผูเ้รียนเห็นความสมัพันธร์ะหว่าง  อนิยาม  นิยาม  สจัพจน ์ 
ทฤษฎี  และการพิสจูน ์ ผูเ้รียนไม่เพียงแต่จดจ าการพิสจูน ์ แต่ยงัพิสจูนเ์ป็น  เห็นความเป็นไปไดท้ี่จะหา
วิธีพิสจูนม์ากกว่า 1 วิธี   เขา้ใจเงื่อนไขที่จ  าเป็นและเพียงพอ  ( necessary and sufficient condition ) 
เขา้ใจความแตกต่างระหว่างทฤษฎีและบทกลบั 
  
 
ระดับ  4  ความชัดแจ้ง  ( Rigor )  
 ในระดบันีผู้เ้รียนสามรถเขา้ใจและสามารถเปรียบเทียบระบบสจัพจนท์ี่แตกต่างกนัได ้  เขา้ใจ  
non – Euclidean  geometries   สามารถมองเรขาคณิตในลกัษณะที่เป็นนามธรรมได ้
 ระดบัที่  4  นี ้ เป็นระดบัที่ไดร้บัการพฒันาจาก  แวนฮีลี  นอ้ยที่สดุ จากการสนทนาเป็นสว่นตวั
กบั  Alan Hoffer   เมื่อ  25  ก.พ.   ค.ศ.1985    P.M. van Hiele  กล่าวว่าเขาสนใจในระดบั  0 ถึงระดบั  
3  เพราะเรขาคณิตในโรงเรียน  จะสอนถึงระดบัที่  3  เท่านัน้ 
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สมบัติของแบบรูป  ( Properties  of  the  Model  ) 
 นอกเหนือจากการคน้พบลกัษณะพฤติกรรมในแต่ละระดบัของแบบรูปแลว้  แวนฮีลี  ยงัไดพ้บ
สมบติับางประการของแบบรูปอีกดงันี ้
 
1. การมีล าดับ  ( Sequential  )  ผูเ้รียนจะพฒันาไปตามระดบัความคิด  ผูท้ี่มีระดบัความคิดที่  n   
     จะตอ้งมีระดบัความคิดที่  n –1  มาก่อน  ไม่ขา้มระดบั  
2.  ความก้าวหน้า ( Advancement )   ความกา้วหนา้หรือไม่กา้วหนา้ จากระดบัหน่ึงไปสูอี่กระดบัหน่ึง    
      ขึน้อยู่กบัการเลือกเนือ้หา การจดัวางล าดบัของเนือ้หา และวิธีสอนที่ไดร้บัมากกว่าอายุที่มากขึน้  
      ไม่มีวิธีการสอนใดที่ท าใหน้กัเรียนพฒันาขา้มระดบัได ้(skip) แต่จะเป็นวิธีสอนที่ท าใหน้กัเรียน 
      พฒันาไปตามล าดบัของระดบัความคิด บางวิธีสอนท าใหน้กัเรียนกา้วหนา้ขึน้ ในขณะที่บางวิธีสอน 
      ถ่วงความกา้วหนา้ (retard) หรือไม่สรา้งความกา้วหนา้เลย        
3. ส่ิงทีเ่กิดขึน้ภายในและส่ิงทีเ่กิดขึน้ภายนอก  ( Intrinsic  and  Extrinsic )   สิ่งซึง่ไม่ชดัแจง้ใน 
      ระดบัหน่ึงจะชดัแจง้ในระดบัต่อไป  เช่น  ในระดบั  0  ผูเ้รียนรบัรูโ้ดยพิจารณาจากรูปรา่ง  การ   
       ก าหนดรูปจากสมบติัยงัไม่ชดัเจนจนกว่าจะมีระดบัความคิดอยู่ในระดบั 1 ซึ่งจะมีการวิเคราะหรู์ป   
       องคป์ระกอบและสมบติั 
4.  การมีภาษาประจ าระดับ  ( Linguistics  )  แต่ละระดบัมีภาษาเป็นของตนเองที่เชื่อมโยงความ 
     สมัพนัธส์ิ่งต่างๆเขา้ดว้ยกนั  ความสมัพนัธท์ี่ถือว่าถูกตอ้งที่ระดบัหน่ึง  อาจถูกขยาย ณ ที่อีกระดบั  
     หน่ึง  เช่น  รูปหนึ่งๆ  อาจมีชื่อเรียกไดม้ากกว่า 1 ชื่อ  ( รูปสี่เหลี่ยมจตัรุสัอาจเรียกไดว้่าเป็นสี่เหลี่ยม 
     มมุฉาก )   ผูท้ี่อยู่ที่ระดบั  1 จะไม่เขา้ใจลกัษณะที่เรียกว่า   class inclusion  เช่นนี ้
5.  การไม่เข้ากัน  ( Mismatch )    ผูเ้รียนที่มีระดบัความคิดอนัใดอนัหนึ่ง  แต่การสอนเป็นการสอน 
      ใหแ้ก่ผูท้ี่มีระดบัความคิดที่สงูกว่า  ผูเ้รียนจะไม่เขา้ใจ  ไม่เกิดการเรียนรูท้ี่ถกูตอ้ง  และไม่สามารถ 
      ติดตามกระบวนการคิดที่สอนอยู่ 
   
 
 

ขั้นตอนต่างๆของการเรียนรู้   ( Phases  of  Learning ) 
  

จากงานวิจยัของแวนฮีลี  กลา่วว่าการยกระดบัความคิดทางเรขาคณิตจากระดบัหน่ึงไปสูอี่ก
ระดบัหน่ึง  ขึน้อยู่กบัการสอนมากกว่าอายุ  ( ที่จรงิ Pierre ยอมรบัพฒันาการทางสติปัญญาของ  
Piaget  แต่ผูท้ี่เรียนเรขาคณิตจะเขา้สูร่ะดบั  concrete  และ formal  operation stage  แลว้  )   ดงันัน้
วิธีการสอนและการวางล าดบัการสอน  เนือ้หา  วสัดอุปุกรณท์ี่ใชจ้ึงมีความส าคญั  เพื่อตอบค าถาม
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เก่ียวกบัการสอนเพื่อยกระดบัความคิด   ไดนาจึงไดท้ าการวิจยัดา้นการหาวิธีการสอนเพื่อยกระดบั
ความคิดจากระดบั  1  สูร่ะดบั  2  และไดส้รุปเป็น  5  ขัน้  ( Phase )   ในที่นีจ้ะใชก้ิจกรรมที่เก่ียวกบัรูป
สี่เหลี่ยมขนมเปียกปนูเป็นตวัอย่าง 
Phase  1  (  Inquiry / Information ) 
 ขัน้นีค้รูและนกัเรียนสนทนา  และท ากิจกรรมร่วมกนัเก่ียวกบัสิ่งที่จะเรียน  ระดบันี ้ มีการสงัเกต 
ทบทวนมโนทศันท์ี่เก่ียวขอ้ง  ถาม – ตอบ   เช่น  รูปสี่เหลี่ยมขนมเปียกปนูคืออะไร  รูปสี่เหลี่ยมจตัรุสัคือ
อะไร   รูปสี่เหลี่ยมขนมเปียกปนูเป็นรูปสี่เหลี่ยมจตัรุสัใช่หรือไม่    รูปสี่เหลี่ยมจตัรุสัเป็นรูปสี่เหลี่ยมขนม
เปียกปนูใช่หรือไม่   ท าไมนกัเรียนจึงกลา่วเช่นนัน้  เป็นตน้  จดุมุ่งหมายของกิจกรรมในขัน้นีคื้อ 

1. เพื่อใหค้รูรูพ้ืน้ฐานเก่ียวกบัเรื่องที่จะเรียนของนกัเรียน 
2. นกัเรียนไดรู้ต้วัว่าจะเรียนหวัขอ้ใดและแนวทางของการเรียนในหวัขอ้นีเ้ป็นอย่างไร 

 
 
Phase  2  ( Directed  Orientation ) 
 ขัน้นีน้กัเรียนเริ่มศึกษาหวัขอ้ที่จะเรียนจากเอกสารหรือกิจกรรมที่ครูไดจ้จดัล าดบัไวเ้ป็นตอนๆ  
กิจกรรมเหลา่นีจ้ะแสดงใหน้กัเรียนเห็นถึงลกัษณะและโครงสรา้งของสิ่งที่จะเรียนในระดบันี ้ ดงันัน้
เนือ้หาและกิจกรรมจะสัน้ๆ  เพื่อใหน้กัเรียนตอบค าถามเฉพาะอย่างไป  เช่น  ครูใหน้กัเรียนใชก้ระดาน
ตะป ู  เพื่อสรา้งรูปสี่เหลี่ยมขนมเปียกปนูที่มีเสน้ทแยงมมุเท่ากนั  สรา้งรูปสี่เหลี่ยมขนมเปียกปนูที่
ลกัษณะดงักล่าวแต่เล็กกว่า ใหญ่กว่า  สรา้งรูปสี่เหลี่ยมขนมเปียกปนูที่มีมมุฉากสี่มมุ  มีมมุฉากสามมมุ  
สองมมุ  หรือหนึ่งมมุ  เป็นตน้ 
 
 
Phase  3  ( Explication ) 
 จากประสบการณใ์นตอนที่แลว้นกัเรียนจะสามารถแสดงความคิดเห็นและแลกเปลี่ยน  
ความคิดหรือความเขา้ใจเก่ียวกบัความสมัพนัธท์ี่ไดจ้ากการสงัเกต  บทบาทของครูจะนอ้ยลงในขัน้นี ้
เวน้แต่จะช่วยใหน้กัเรียนใชภ้าษาไดถู้กตอ้งเหมาะสม  ในตอนนีร้ะบบความสมัพนัธข์องสิ่งต่างๆจะ
เกิดขึน้และค่อยๆชดัขึน้  ในกรณีของสี่เหลี่ยมขนมเปียกปนูนกัเรียนจะสามารถอภิปรายกนัเองหรือกบัครู
ว่าเป็นรูปใด    มีสมบติัใด  ความสมัพนัธเ์ป็นอย่างไร  สงัเกตไดจ้ากการท ากิจกรรม 
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Phase  4  ( Free  Orientation ) 
 ในขัน้นีค้รูจะใหน้กัเรียนท ากิจกรรมหรืองานที่ซบัซอ้นมากขึน้  เป็นกิจกรรมที่มีหลายขัน้ตอน  
ท าไดห้ลายวิธี และบางครัง้เป็นกิจกรรมปลายเปิด  ( open – ended  task )  นกัเรียนตอ้งสรา้งหรือหา
วิธีการเอาเอง  นกัเรียนจะไดป้ระสบการณใ์นการหาวิธีการของตนเองที่จะท างานใหเ้สรจ็  การท าเช่นนี ้
ชกัน าไปสูก่ารส ารวจ  ( investigation )  และท าใหค้วามสมัพนัธข์องสิ่งต่างๆที่เรียนชดัเจนมากขึน้อย่าง 
เห็นไดช้ดั  เช่น  กิจกรรมใหน้กัเรียนพบัครึง่กระดาษแผ่นหนึ่งแลว้พบัครึง่อีกครัง้หนึ่ง  แลว้ตดัมมุดงัรูป    

 

 
 
 ใหน้กัเรียนจิตนาการก่อนตดัว่าเมื่อคลี่กระดาษแลว้จะไดรู้ปใด  ใหอ้ธิบายค าตอบ  จะไดรู้ปใด  
ถา้ตดัเป็นมมุ   30    45   เสน้มมุของทะแยงมมุของรูปที่ตดัออกมาจะเป็นอย่างไร  จดุตดักนัของเสน้
ทแยงมมุจะอยู่ที่ใด  ท าไมพืน้ที่ของสี่เหลี่ยมขนมเปียกปนูจึงเป็นครึง่หนึ่งของผลคณูของเสน้ทแยงมมุ 
   
Phase  5  ( Integration ) 
 ในขัน้นีน้กัเรียนจะทบทวนและสรุปสิ่งไดท้ี่เรียนมาแลว้   เพื่อใหเ้ห็นภาพรวมของเครือข่ายของ
ความสมัพนัธข์องสิ่งที่เรียนไปแลว้  ครูมีหนา้ที่ช่วยในการสงัเคราะหเ์พิ่มเติมภาพรวมที่ไดเ้รียนไปแลว้ให้
สงัเกตว่าในขัน้นีจ้ะไม่มีการเสนอสิ่งใหม่ๆ  จะมีการสรุปความเป็นมาของสมบัติเหลา่นัน้ 
 
 เมื่อจบขัน้ที่  5  นกัเรียนจะมีระดบัการคิดขึน้ไปสูข่ัน้ใหม่  ระดบัการคิดใหม่จะไปปรบัระดบั
ความคิดเดิม  นกัเรียนก็พรอ้มที่จะรบัประสบการณเ์พื่อกา้วไปสูร่ะดบัความคิดในขัน้ถดัไป 
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