
เรียบเรียง       สมชาย ศรีวรางกูล   

บรรณาธิการ   กระจาย  คงสง   

                      ลือชยั   ทิพรังศรี 

1. การยนัความถูกต้อง 
 

บทน า  

 เคยสังเกตไหม? วา่ ขณะท่ีเราท่องสูตรคูณแม่เกา้ (9)   “เกา้หน่ึงเกา้ เกา้สองสิบแปด เกา้สามยีสิ่บเจ็ด ... 

สิบสองเกา้ร้อยแปด” แลว้เคยสังเกตไหมวา่ผลคูณตั้งแต่หน่ึงถึงสิบสอง เม่ือน าเลขโดดท่ีประกอบในแต่ละ

จ านวนนั้นมาบวกกนัจะไดผ้ลบวกเลขโดดสุดทา้ยเป็นเลขเกา้ (9)  

                        สูตรคูณแม่ 9  

           9 1u   09=       0 9 9→ + =   

          9 2u   18=        1 8 9→ + =  

         9 3u   27=        2 7 9→ + =  

         9 4u   36=        3 6 9→ + =  

         9 5u   45=        4 5 9→ + =  

         9 6u   54=        5 4 9→ + =  

         9 7u   63=        6 3 9→ + =  

         9 8u   72=        7 2 9→ + =  

         9 9u   81=        8 1 9→ + =  

        9 10u   90=      9 0 9→ + =  

        9 11u   99=      9 9 18 1 8 9→ + = → + =  

        9 12u   108=   1 0 8 9→ + + =  

 

อาจมีหลาย ๆ คนพบสมบติัช้ินน้ีแลว้ ๆคิดต่อไปหรือไม่วา่ท าไม ? เอาไปใชอ้ะไร   

มีงานเขียนท่ียงัหลงเหลือท่ีเก่าแก่ท่ีสุดไดอ้ธิบายถึงสมบติัของเลขเกา้ (9)  คือ   

วิธีการคดัออกเกา้ท่ีสามารถใชต้รวจสอบค าตอบของการค านวณทางคณิตศาสตร์ได้

คือ “ต ารามหาสิทธนัตะ (Mahâsiddhânta)” ของอารยภฏั                         
(Aryabhata II ค.ศ. 920 -1000) นกัคณิตศาสตร์และนกัดาราศาสตร์ชาวอินเดีย  
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 แลว้ท าไมเก่ียวขอ้งกบัเวทคณิต ? เวทคณิตสามารถค านวณการบวก ลบ คูณ หาร อ่ืน ๆ ไดเ้ร็วและคิดใน

ใจไดเ้พียงหน่ึงบรรทดั พร้อมกบักลไกการตรวจสอบยนัความถูกตอ้ง (Cross-Checked ) ท่ีแขง็แกร่ง มนัง่าย ๆ 

และสนุกกบัการค านวณ 

https://en.wikipedia.org/wiki/Casting_out_nines 

อารยภัฏ๒ (Aryabhata II ค.ศ. 920 -1000) นกัคณิตศาสตร์ชาวอินเดียท่ีมีความสนใจดา้น

คณิตศาสตร์และดาราศาสตร์เพื่อการพกัผอ่นหยอ่นใจ " อารยภฏั ๒" ในช่ือของเขาหมายถึงบิดา

อารยภฏั (Aryabhata :476-c.550) นกัคณิตศาสตร์และนกัดาราศาสตร์ชาวฮินดูท่ีรู้จกักนัดีกวา่

มากหลงัจากท่ี อารยภฏั ๒  ท่านจ าลองงานของท่าน ในบรรดางานเขียนของอารยภฏั ๒ คือ 

ต ารามหาสิทธนัตะ (Mahâsiddhânta) ซ่ึงเขากล่าวถึง "การคัดออกเก้า" ซ่ึงเป็นแนวคิดในวิชา

คณิตศาสตร์เพ่ือการพกัผ่อนหย่อนใจ 
 

            ดังนั้นก่อนท่ีจะศึกษาวิธีคิดเลขเร็วแบบเวทคณิตนั้นเป็นส่ิงท่ีน่าศึกษายิง่แต่ก็ยงัไม่เพียงพอ ยงัตอ้งศึกษา

วิธีตรวจสอบวา่การคิดเลขนั้นคิดไดอ้ยา่งถูกหรือไม่อีกดว้ย ปกติวิธีท่ีเราใชด้ั้งเดิมอยูน่ั้นก็คือตรวจซ ้าอีกรอบซ่ึง

มนัอาจจะตรวจสอบผิดพลาดซ ้าเเลว้ซ ้าเล่ากบัการตรวจซ ้ าเดิม ๆ นั้น  

การยันความถูกต้อง  (Cross-Checked) 

 ความมีเสน่หข์องเวทคณิตนอกจากจะเก่ียวกบัเร่ืองการคิดเลขในใจและการคิดเลขเร็วแลว้ก็คือการตรวจ

ค าตอบโดยผลการด าเนินการทั้งหมดยอ่มเท่ากนั (the whole product is the same)  นั้นก็คือการยนัความถูกตอ้ง 

(Cross-Checked) หรือในเวทคณิตเรียกวิธีน้ีวา่วิธีพชีางกะ (Beejank Method)  

ในการค านวณทุกประเภทนั้น ในขณะท่ีเราก าลงักระท าการบวก ลบ คูณ หาร ยกก าลงัสองหรือการหา

รากท่ีสอง ของจ านวนต่าง ๆนั้น เม่ือการค านวณถึงขั้นตอนสุดทา้ยหาผลลพัธ์ส้ินสุดของค าตอบแลว้ ก็ยงัถือวา่

การค านวณนั้นยงัไม่ส้ินสุดอยา่งส้ินเชิง ส่ิงท่ีจ าเป็นและส าคญัอีกอยา่งหน่ึงคือการตรวจสอบวา่การค านวณท่ี

ด าเนินการหาค าตอบอยูน่ั้น ค าตอบถูกตอ้งหรือไม่ ดงัท่ีกล่าวมาแลว้ขา้งตน้ โดยปกติแลว้การตรวจสอบความ

ถูกตอ้งเราก็ใชก้ารค านวณซ ้า ๆ อีกรอบหน่ึงหรือบา้งคร้ังก็สองถึงสามรอบ ซ่ึงเป็นการตรวจสอบดว้ยการ

ค านวณซ ้า ๆ นั้นยอ่มมีโอกาสท่ีจะค านวณผิดพลาดซ ้าไดอี้ก และเป็นการเสียเวลาเท่ากบัการค านวณใหม่ แลว้จะ

มีวิธีการอ่ืนไหมท่ีสามารถตรวจสอบความถูกตอ้งของค าตอบไดร้วดเร็วและมีประสิทธิภาพ ท่ีไมต่อ้งท าซ ้ากบั

วิธีเดิมนั้นอีก  

ค าถามคือ จะมีวิธีการตรวจสอบความถูกตอ้งของค าตอบในการค านวณ โดยใชว้ิธีการอ่ืนท่ีแตกต่างจาก

ท่ีเคยใชอ้ยูด่ั้งเดิมท่ีไดรั้บการเรียนรู้มานั้นหรือไม่?  ค  าตอบก็คือ “การยันความถูกต้อง” 

 

 



3 
 

ดังนั้น “การยันความถูกต้อง คือตรวจสอบ (ตวัเลขหรือขอ้มูล) โดยใชแ้หล่งหรือวิธีการอ่ืน”  

การยันความถูกต้อง มี 2 วิธี คือ 

                   - การคัดออกเก้า (Casting Out Nines) 

                   - การคัดออกสิบเอด็ (Casting Out Elevens) 

ก่อนท่ีจะศึกษา วิธีตรวจสอบค าตอบในการค านวณ เช่น การบวก การลบ การคูณและการหาร เป็นต้น

ด้วยวิธียนัความถูกต้องนั้น  เพ่ือความเข้าใจอย่างถ่องแท้ในความรู้นีเ้ราควรจะต้องศึกษาความรู้พืน้ฐานต่อไปนี ้

เสียก่อนจึงจะสามารถตกผลึกความคิดได้ 

หมายเหตุ   

1. Cross-Checked   มีค าพ้องความหมายกบั Cross-examined 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. เง่ือนไขขอบเขตของการหารด้วยเก้า 
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1.1 เศษเหลือของจ านวนท่ีถูกหารด้วยเก้า 

 เก้า (9)  เป็นเลขมหศัจรรย ์ในคณิตศาสตร์ มนัเป็นเลขโดดท่ีมีค่ามากท่ีสุด ในระบบการนบัฐานสิบ 

ของระบบฮินดู-อารบิก 

ในเวทคณิตได้กล่าวถึงการยันความถูกต้องไว้ใน สูตรนวเศษ (Vedic Sutra Navasesh)  
ซ่ึงเป็นภาษาสันสกฤต มาจากรากศพัท ์
- นวนฺ ค. พพ. ‘นวนั’ เกา้ (nine) 
- เศษ. น. ส่ิงท่ีเหลือ เดน ทรัพยเศษ (remainder, leavings, balance) 

สมบัติของ การหารจ านวนเต็มบวก (Positive Whole Number) ใด ๆ ด้วย เก้า พบสมบัติเศษเหลือท่ีหารด้วยเก้านี้

สามารถหาได้จากผลบวกเลขโดดของจ านวนเต็มนั้นได้ด้วย ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

ก าหนด ให้หาการหารของ 3758 9y  และ 4572 9y  

วิธีตั้งหาร                                     4 1 7                                                      5 0 8    

                                             )9 3 7 5 8                                               )9 4 5 7 2   

                                                 3 6                                                           4 5    

                                        1 5                                                           0 7       

                                                    0 9                                                           0 0  

                                                       6 8                                                           7 2     

                                                       6 3                                                            7 2  

                                                          5                                                               0    

 

จากการหารข้างต้น  3758 9y   เศษเหลือ คือ 5    

แต่พอหาผลบวกเลขโดดของ 3758  ใหไ้ดผ้ลบวกเลขโดดขั้นสุดทา้ยเป็นตวัเลขโดดเพียงตวัเดียว ดงัน้ี   

3 7 5 8 23+ + + =  แต่ผลบวกยงัไม่เป็นเลขโดดตวัเดียว ตอ้งหาผลบวกของ 23  ต่อ  2 3 5+ =  ไดเ้ท่ากบั 5  

พบวา่ 5  เท่ากบัเศษเหลือพอดี 

ในท านองเดียวกนั  4572 9y    หาผลบวกเลขโดดของ 4572  คือ   4 5 7 2 18+ + + = 1 8 9→ + =   

แต่ 9  หารดว้ย 9  ลงตวัเหลือเศษ 0  (ศูนย)์  

พสูิจน์เชิงเลขคณิต    จากนิยามการหาร  ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเตม็ใด ๆ แลว้ aa b
b

y =  

ดั้งนั้น  
37583758 9

9
y =      แต่ตวัตั้ง   3758  สามารถกระจายตามค่าประจ าต าแหน่งของเลขฐาน 10  ได ้ 
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ดั้งน้ี                                                  3758 3 (1000) 7 (100) 5 (10) 8= u + u + u +  

จากเง่ือนไขขา้งตน้     
37583758 9

9
y =   

3 (1000) 7 (100) 5 (10) 8
9

u + u + u +
=  

                                           
3 (1000) 7 (100) 5 (10) 8

9 9 9 9
u u u

= + + +                                     
a b a b

c c c
+§ ·= +¨ ¸

© ¹
 

                                            
3 (999 1) 7 (99 1) 5 (9 1) 8

9 9 9 9
u + u + u +

= + + +  

                                            
3 999 3 7 99 7 5 9 5 8

9 9 9 9
u + u + u +§ · § · § ·= + + +¨ ¸ ¨ ¸ ¨ ¸

© ¹ © ¹ © ¹
 

                                           
3 999 3 7 99 7 5 9 5 8

9 9 9 9 9 9 9
u u u§ · § · § ·= + + + + + +¨ ¸ ¨ ¸ ¨ ¸

© ¹ © ¹ © ¹
 

                                           
3 7 5 8333 77 5
9 9 9 9

§ · § · § ·= + + + + + +¨ ¸ ¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹ © ¹

 

                                           
3 7 5 8333 77 5
9 9 9 9

= + + + + + +     

                                         
3 7 5 8 23333 77 5 333 77 5

9 9
+ + +

= + + + = + + +         แต่   
23 52
9 9
= +  

                                         
5 5333 77 5 2 417
9 9

= + + + + = +  

จากการ 3758 9y  เศษเหลือ คือ 5  และผลบวกเลขโดดของ 3758  (3 7 5 8 23 2 3 5)+ + + = → + = กค็ือ 5  

สรุปได้ว่า จ านวนเต็มใด ๆ ท่ีถูกหารด้วยเก้า (9)   เศษเหลือจากการหารจ านวนเต็มนั้นด้วยเก้า สามารถหาได้จาก

ผลบวกเลขโดดทุก ๆ ตัวของในจ านวนเต็มนั้น ๆ  

บทนิยาม 1  นวเศษ (Navasesh) ของจ านวนเตม็ใด ๆ คือเศษเหลือท่ีไดจ้ากการหารจ านวนเตม็นั้นดว้ยเกา้ (9)  

                    นวเศษ (Navasesh) ของจ านวนเต็ม I  เขียนแทนด้วย N(I)  

หมายเหต ุ นวเศษ (Navasesh) มีความหมายในทฤษฎีจ านวนนั้นคือโมดุโลของเกา้ (Modulo-Nine) 

บทนิยาม 2  เลขโดด ในระบบฐานสิบ หมายถึงตวัเลขตวัเดียว ไดแ้ก่  1,2,3,4,5,6,7,8,9  และ 0  

บทนิยาม 3  ผลบวกเลขโดดของจ านวนใด ๆ ท่ีสามารถหาผลบวกเลขโดดได ้คือผลเลขโดดทุก ๆ หลกัของ

จ านวนนั้น ๆ ตอ้งมีค่าไม่มากกวา่  9   หรือผลบวกเลขโดดทุก ๆ หลกัของจ านวนตอ้งมีผลบวกสุดทา้ยเป็น

ตวัเลขโดดตวัเพียงตวัเดียว แต่ถา้ผลบวกยงัมีผลลพัธ์เป็นเลขโดดมากกวา่หน่ึงตวัแลว้ก็ใหห้าผลบวกเลขโดดนั้น

ซ ้าอีกจนไดผ้ลบวกเลขโดดสุดทา้ยเป็นตวัเลขตวัเพียงตวัเดียว 

เช่น ผลบวกเลขโดของ 17  หาไดจ้ากผลบวก 1  และ 7   คือ  1 7 8+ =  

ดั้งนั้นผลบวกเลขโดดของ 17   คือ 8   

ผลบวกเลขโดดของ  123   คือ 6   เพราะวา่ 1 2 3 6+ + =  

 

 

ผลบวกเลขโดด  



6 
 

ในท านองเดียวกนัส าหรับ  39   ผลบวกเลขโดดของ 39  เขียนแทนดว้ย 39 12 3→ →  

ผลบวกเลขโดดของ 5245  คือ  5 2 4 5 16+ + + =   แต่ 16  ยงัไม่เป็นเลข

โดดหรือมีค่ามากกวา่ 9   จะตอ้งหาผลบวกเลขโดดของ 16  ต่ออีก คือ

1 6 7+ =  ดงันั้นผลบวกเลขโดดของ 5245  เท่ากบั 7  เขียนแทนด้วย   

5245 16 7→ →  

 

 

 

 

 

หมายเหต ุผลบวกเลขโดดภาษาสันสกฤต คือพีชางกะ ( बीज ांक = Beejank = digit sum) 

กฎของนวเศษ   

ให ้ a,b,c  เป็นจ านวนเตม็บวกใด ๆ 

1. N(a b c) N[N(a) N(b) N(c)]+ + = + +    

2. N(a b) N[N(a) N(b)]u = u  

3. N(a b) N[N(a) N(b)]− = −  

4. N( a) 9 N(a)− = −  

5. N(9) N(0)=  

6. ถา้ a  หารดว้ย b  แลว้ผลหาร q  เศษเหลือ r  

     N(a) N(q b) N(r)= u + ( )N N(q) N(b) N(r)= u +  

 

พสูิจน์ จากบทแทรกการหารของยุคลดิ (Euclid's division lemma) 

ในวิชาเลขคณิต (Arithmetic)   

ส าหรับจ านวนเตม็ a  และ d  ใด ๆ จะตอ้งมีจ านวนเตม็ q  และ  r  

เพียงคู่เดียวทีท าให ้ a dq r= +  และ 0 r dd �   ขั้นตอนการหาร 

กล่าวถึงผลลพัธ์จากการหารของจ านวนเตม็ไวอ้ยา่งเท่ียงตรง ท่ีส าคญั

ขั้นตอนการหารยนืยนัวา่จ านวนเตม็ท่ีเรียกวา่ผลลพัธ์  q 

(quotient) และ เศษเหลือ  r  (remainder)  มีอยูเ่สมอและมีเพียงค่าเดียว

ส าหรับตวัตั้ง a และตวัหาร d  โดยท่ี d 0z    

 

https://dict.hinkhoj.com/%E0%A4%AC%E0%A5%80%E0%A4%9C%E0%A4%BE%E0%A4%82%E0%A4%95-meaning-in-english.words
https://en.wikipedia.org/wiki/Arithmetic
https://en.wikipedia.org/wiki/Quotient
https://en.wikipedia.org/wiki/Remainder
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จากสมการการหาร    a dq r= +    และ 0 r dd �  

ดั้งนั้น                  N(a) N(q b) N(r)= u + ( )N N(q) N(b) N(r)= u +  

ตัวอย่างนวเศษของจ านวนเต็มใด ๆ 

เช่น   นวเศษของ 317  เขียนแทนดว้ย N(317) N(3 1 7) N(11) N(1 1) N(2) 2= + + = = + = =  

          นวเศษของ 437  เขียนแทนดว้ย N(437) N(4 3 7) N(14) N(1 4) N(5) 5= + + = = + = =  

ตัวอย่างวิธีการคิดนวเศษ 

กรณีท่ี 1 นวเศษของจ านวนท่ีมีหลกัเดียวคือตวัเลขนั้นเลย เช่น 

                    N(5) 5=  

กรณีท่ี 2 นวเศษของจ านวนท่ีมีมากกวา่หน่ึงตวัคือผลบวกของเลขโดดแต่ละหลกั เช่น 

                ( ) ( ) ( )N 52 N 5 2 N 7 7= + = =  

                 N(68) N(6 8) N(14) N(1 4) N(5) 5= + = = + = =  

             ( ) ( ) ( )N 234 N 2 3 4 N 9 9= + + = =  

แต่นวเศษ คือเศษเหลือท่ีไดจ้ากการหารจ านวนเตม็ดว้ย 9  ดงันั้นเม่ือเศษเหลือคือ 9  เม่ือด าเนินการหารต่อดว้ย 

9  จะไดผ้ลหารเป็น 1 เหลือเศษเป็นศูนย ์(0)  

ดังนั้น ( ) ( ) ( )N 234 N 2 3 4 N 9 9 N(0) 0= + + = = = =  

กรณีท่ี 3 นวเศษของสองจ านวนบวกกนั เช่น  43 25 68+ =  

หา N(43 25)+ = ( ) ( ) )N N(43) N(25) N N(4 3) N(2 N(N(7) N(7)) N(75) 7+= = + =+ ++ +  

                          N(14) N(1 4) N(5) 5= = + = =   

และหานวเศษของ N(68) N(6 8) N(14) N(1 4) N(5) 5= + = = + = =      

เพราะฉะนั้น    N(63 25) N(68)+ =  

แสดงวา่ ‘นวเศษของแตล่ะจ านวนท่ีบวกกนัจะตอ้งเท่ากบันวเศษของผลบวกทุกจ านวนนั้น ๆ’ 

กรณีท่ี 4 นวเศษของสองจ านวนลบกนั เช่น  63 19 44− =  

หา   ( ) ( )N(63 19) N N(63) N(19) N (6 3) N(1 9)− = − = + − +  ( )N N(9) N(10)= −  

                             ( )N N(9) N(1 0)= − + N(9 1) N(8) 8= − = =   

และหา          ( ) ( ) ( )N 44 N 4 4 N 8 8= + = =                     

หรือในกรณีการลบมีค่าติดลบ เช่น 49 82 33− = −  

ดงันั้น ( ) ( )N(49 82) N N(49) N(82) N N(4 9) N(8 2)− = − = + − + ( )N N(13) N(10)= −  

                                ( )N N(1 3) N(1 0) N(4 1) N(3) 3= + − + = − = =  

แต่            N( 33) 9 N(33)) 9 N(3 3) 9 6 3− = − = − + = − =                              ตามกฎขอ้ท่ี 4.  
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กรณีท่ี 5 นวเศษของสองจ านวนคูณกนั เช่น  12 4 48u =  

นวเศษของ         ( ) ( )N(12 4) N N(12) N(4) N N(1 2) N(4)u = u = + u  

                                             N(3 4) N(12) N(1 2) N(3) 3= u = = + = =  

และนวเศษผลคูณ   N(48) N(4 8) N(12) N(1 2) N(3) 3= + = = + = =  

กรณีท่ี 6 นวเศษของสองจ านวนหารกนั เช่น  123 5 24y = เศษเหลือ 3  

จากบทแทรกการหารของยคุลิด  123 24 5 3= u +  

จากก าขอ้ท่ี 6 ของนวเศษ     ( )N(123) N N(24) N(5) N(3)= u +  

                                    ( )N(1 2 3) N N(2 4) N(5) N(3)+ + = + u +  

                                               ( )N(6) N N(6) N(5) N(3)= u +  

                                                      ( ) ( )6 N 6 5 N(3) N 30 N(3)= u + = + N(3 0) N(3) 3 3 6= + + = + =  

หมายเหตุ  วงกลมเกา้จุด จ านวนในแต่ละจุดบนวงกลมจะมีผลบวกเลขโดดเท่ากนั ดงัรูป 
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1.2 การคดัออกเก้า (Casting Out Nines) 

            การคดัออกเกา้เป็นเทคนิควิธีของการหาเศษเหลือจากการหารจ านวนเตม็บวกใด ๆ ดว้ยเกา้ ดงัท่ีกล่าว

มาแลว้ขา้งตน้ เพราะ 0  และ 9   มีสมบติัการมีเอกลกัษณ์ส าหรับการหาผลบวกเลขโดดของจ านวนใด ๆ              

ศูนย์ (0)  มีสมบติัการมีเอกลกัษณ์ส าหรับการบวกอยูแ่ลว้ เช่น 

                30   มีผลบวกเลขโดด คือ 3 0 3+ =  ดงันั้นแทนท่ีจะหาผลบวกเลขโดดดว้ยวิธีตรง ๆ เราก็คดัหรือตดั 

0  ออกไดเ้ลยดงัน้ี     30 3→   

                หรือ  300 3 0 0 3→ + + →  คดั  0,0  ออกไดเ้ลย 300 3→  เป็นตน้ 

เก้า (9)  มีสมบัติการมีเอกลกัษณ์ส าหรับการบวกเลขโดดของจ านวนใด ๆ  

สามารถหาผลบวกเลขโดดได ้ เช่น 19  มีผลบวกเลขโดดคือ 1 9 10+ =  แต่ผลบวกเลขโดดยงัมี

ค่ามากกวา่ 8  ยงัตอ้งหาผลลบวกเลขโดดต่อ คือ 1 0 1+ =   

ดงันั้นผลบวกเลขโดดของ 19  คือ 1 แทนท่ีจะหาผลบวกเลขโดดดว้ยวิธีตรง ๆ เราก็คดัหรือ    

ตดั 9  ออกไดเ้ลยดงัน้ี  1 9  1→   

              39  มีผลบวกเลขโดดคือ 3 9 12 12 1 2 3+ = → → + →  จะเห็นไดช้ดัเจนวา่คดั  9  หรือตดั 9   ออก

ไดเ้ลย 3 9  3→  

หรือ    399 3 9 3 21 2 1 3→ + + → → + →  คดั  9,9  ออกไดเ้ช่นเดียวกนั  399 3→                                                                                                                                                

บทนิยาม 3  การคัดออกเก้า (Casting Out Nines)  เป็นวิธีเทคนิควิธี

แทนการหาผลบวกเลขโดดของจ านวนใด ๆ ดว้ยการคดัเลข 9   หรือ

ผลบวกเลขโดดสามารถรวมกนัไดเ้ท่ากบั 9  ท่ีมีอยูใ่นจ านวนนั้นออก

จนผลการคดัออกสุดทา้ยมีค่าไม่มากกวา่ 8  หรือตวัเลขเพียงตวัเดียว 

 

ตัวอย่างที่ 1 หาผลบวกเลขโดดของจ านวนต่อไปน้ี 3949   

วิธีท า  โดยวิธีปกติ  หาผลบวกเลขโดดคือ 3 9 4 9 25 2 5 7+ + + = → + =   

           โดยวิธีคดัออกเกา้ จาก 3949  คดัเลข 9  ทั้งสองตวัออกไดเ้ลย 

                           3 9 4 9         เหลือ 3  เลข 4  กบั ดงันั้น  3 4 7+ =   

ตัวอย่างที่ 2  หาผลบวกเลขโดดของ  4379348568219   

วิธีท า  ขั้นท่ี 1 พิจารณาถา้ในจ านวนนั้นมีเลข 9  อยู ่ใหค้ดัออกก่อน 

               4    3    7    9    3    4    8    5    6    8    2    1    9  

          ขั้นท่ี 2 พิจารณาตวัเลข 2  ตวั ขึ้นไปบวกกนัได ้ 9   ใหค้ดัออกเช่นกนั 

               4    3        9        4    8 983     5               7 1  6    2   

 พบวา่ 3 6 8 1 4 5 7 2 9+ = + = + = + =  คดัออกได ้ตวัเลขท่ีเหลือหาผลบวก 4 3 8 15 1 5 6+ + = → + =  
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ดังนั้น ผลบวกเลขโดดของ 4379348568219  เท่ากบั   6                  

ตัวอย่างที่ 3  หาผลบวกเลขโดดของ 4954653  

วิธีท า  ผลบวกเลขโดดของ 4954653  โดยวิธีคดัออกเกา้ 

               4  9  5  4  6  5  3    0+ + + + + + =      

 

นอกจากนีย้ังมีสมบัติอ่ืน ๆ เช่น 

• แสดงค่าท่ีนอ้ยท่ีสุดของผลบวกก าลงัสามของสองจ านวนแรกของจ านวนนบั คือ 3 31 2 9+ =  

• ผลคูณจ านวนใด ๆ ท่ีถูกคูณดว้ย 9  ถึงจะมีค่ามากก็ตาม ผลบวกเลขโดดของผลคูณจ านวนใด ๆ 

นั้นจะเป็นเกา้เสมอ  

ตวัอยา่งเช่น  ก) 123 9 1107u =  ผลบวกเลขโดดของ 1107  คือ 1 1 0 7 9+ + + =  

                     ข) 459873 9 4138857u =   ผลบวกเลขโดดของ 4138857   คือ  

4 1 3 8 8 5 7 36+ + + + + + =  3 6 9→ + =    
• รูปแบบอ่ืนของ 9   

1 0.1111....
9
=                     

2 0.2222....
9
=               

3 0.3333....
9
=  

                           
4 0.4444....
9
=                     

5 0.5555....
9
=                

6 0.6666....
9
=  

                        7 0.7777....
9
=                   8 0.8888....

9
=               9 0.9999....

9
=    

 

 

แบบฝึกหัดชุดท่ี 5  

จงหาผลบวกตวัเลขโดดของจ านวนต่อไปน้ี  

       จ านวนเตม็     ผลบวกของเลข       จ านวนเตม็     ผลบวกของเลขโดด 

         465            2346    

         274           16271   

        3335            9653    

        6139           36247    

        2561          215841   

         891                  7125    

        723        9821736    

 

9  9  

9  
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1.3 การยันความถูกต้องของการค านวณด้วยวิธีคัดออกเก้า 

 เน่ืองจากสมบติัจ านวนใด ๆท่ีสามารถหาผลบวกเลขโดดได ้ถูกการหารดว้ยตวัหารเกา้ (9) แลว้พบวา่

เศษเหลือท่ีเกา้หารจ านวนนั้นจะเท่ากบัผลบวกเลขโดดของจ านวนนั้นดว้ย และการหาผลบวกเลขโดดก็หาไดง้่าย 

รวดเร็วดว้ยวิธีคดัออกเกา้ จึงน ามาประยกุตใ์ชใ้นการตรวจสอบความถูกตอ้งในการบวก ลบ คูณและหารได ้โดย

ไม่ตอ้งตรวจสอบดว้ยการตรวจซ ้า ๆ แบบวิธีดั้งเดิม เรียกวิธีการน้ีวา่ “การยันความถูกต้อง (Cross-Checked)”  

1.3.1 การตรวจสอบยันความถูกต้องส าหรับการบวก 

ตัวอย่างที่ 1  หาผลบวกของ 32 12+  และตรวจค าตอบดว้ยวิธีการยนัความถูกตอ้ง 

วิธีท า                                                                           ผลบวกเลขโดด 

             ตวัตั้ง                    3 2         3 2 5→ + =                   5        

           ตวับวก                   1 2        1 2 3→ + =                     3  

           ผลลพัธ์                  4 4       4 4 8→ + =                     8          ค าตอบ คือ 44   ถูกตอ้ง  

วิธีการยันความถูกต้องของค าตอบการบวก ว่าการบวกนั้นถูกต้องหรือไม่มีขั้นตอนดังนี้  

1. หาผลบวกตวัเลขของสองจ านวนท่ีน ามาบวกกนัคือ 32   ผลบวกเลขโดดคือ 3 2 5+ =   

                                                                              และ 12    ผลบวกเลขโดดคือ 1 2 3+ =   

                                                                   และค าตอบ 44  ผลบวกเลขโดดคือ 4 4 8+ =  

2. ยนัความถูกตอ้งดว้ยการน ามาจากผลบวกเลขโดดของของสองจ านวนท่ีน ามาบวกกนันั้นคือ 5  กบั 3  

    บวกกนัได ้8  ซ่ึงไดเ้ท่ากบัผลบวกเลขโดดของค าตอบ คือ 4 4 8+ = แสดงวา่ ค าตอบถูกตอ้ง 

 แต่เนื่องจากการหาผลบวกเลขโดดท่ีกล่าวข้างต้นสามารถใช้วิธีการคัดอออกเก้าแทนได้ดังตัวอย่างที่

แสดงวิธีการได้ดังตัวอย่างต่อไปนี ้

ตัวอย่างที่ 2  หาผลบวกของ 93615  กบั 18209   และตรวจค าตอบดว้ยวิธียนัความถูกตอ้ง 

วิธีท า  ใชว้ิธีคดัออกเกา้ เพื่อความรวดเร็วในการคิดเลข 

                                                 ผลบวกเลขโดดดว้ยการคดัออกเกา้ 

             9  3  6  1  5                                      6                 ตัวตั้ง     คดั 9  และ 3 6 9+ =   ออก เหลือ  1 5 6+ =                      

             1  8  2  0  9                                       2                ตัวบวก   คดั 9,0  และ 1 8 9+ =   ออก เหลือ  2                      

      
1 0 11 0

0 1 8 1 4 1 1 1 8 2 4=              8                ค าตอบ   คดั 9  ออก เหลือ  1 1 1 8 2 4 8+ + + + + =  

แสดงวิธีท าอย่างส้ัน    

             9  3  6  1  5                          →            6                                 

             1  8  2  0  9                           →             2                                    
     

1 0 11 0
0 1 8 1 4 1 1 1 8 2 4=    →            8  

 

 +   +   

 +  + 

 +   +   
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ตัวอย่างที่ 3  หาผลบวกของ 279  กบั 121 และตรวจค าตอบดว้ยการคดัออกเกา้  

วิธีท า                            การยนัความถูกตอ้ง (การคดัออกเกา้) 

             2 7 9                   0                   1. เราไดค้  าตอบ 409  

           1  2  1                  4                    2. หาผลบวกเลขโดดของ 279  โดยการคดัออกเลข  9   คือ 0  

          4  0  9                   4                                                              121   ผลบวกเลขโดด คือ 4   

                                                                3. หาผลบวกของ 0 และ 4 ได ้ 4  

                                                                4. ผลบวกเลขโดดของค าตอบ  409  คือ 4 โดยการตดัออกเลข 9   

                                                            ซ่ึงสอดคลอ้งกบั 4 ในการยนัความถูกตอ้ง (0 + 4 = 4) 

ตัวอย่างที่ 4 ตรวจสอบค าตอบของ 13579 24680+  ดว้ยวิธีคดัออกเกา้ 

 

 

 

 

→    1 3 5 7 9           7  

→    2 4 6 8 0          2  

        3 8 2 5 9           9   

 

 

 

 

สรุปข้ันตอนการคิดดังนี ้ 

              1. หาผลบวกเลขโดดของตวัตั้งและตวับวก ดว้ยวิธีคดัออกเกา้ 

              2. หาผลบวกเลขโดดของผลลพัธ์ของเลขสองจ านวนท่ีน ามาบวกกนั (ในขอ้ 1) 

              3. น าผลบวกเลขโดดของตวัตั้งไปบวกกบัผลบวกเลขโดดของตวัท่ีน ามาบวก แลว้ถา้ผลบวกเลขโดด

ของผลลพัธ์น้ีเท่ากบัผลบวกเลขโดดของผลลพัธ์ของเลขสองจ านวนท่ีน ามาบวกกนันั้น (ในขอ้ 2)                 

แสดงวา่ค าตอบในการบวกเลขสองจ านวนนั้นถูกตอ้ง และในทางตรงขา้มก็แสดงวา่ค าตอบไม่ถูกตอ้ง 

 

 

 

 

 +   

 +    +   

 +   
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1.3.2 การตรวจสอบยันความถูกต้องของการลบ 

ตัวอย่างที่ 1  ตรวจสอบวา่ 4127 2376 1751− =  ถูกตอ้งหรือไม่  

วิธีท า    คดัออกเกา้ของตวัตั้งและตวัลบ 

            4  1  2  7              4 1 → +         5  

            2  3  7  6              0→              0  

            1  7  5  1              5→               5                แสดงวา่ถูกตอ้ง       

ตัวอย่างที่ 2  ตรวจสอบวา่ 65451 48769 16682− =   ถูกตอ้งหรือไม่  

วิธีท า   คดัออกเกา้ ของตวัตั้งและตวัลบ 

       
2

6  5  4  5   1
−

                                       3        

       4  8  7  6  9                                          7  

       
1

1  6    6  8  2
−

        →   5                4−  

ในกรณีการคดัออกเกา้มีค่าเป็นลบ เน่ืองจากการหารเศษเหลือตอ้งเป็นจ านวนบวก ดงันั้นจะตอ้งน า  9   มาบวก

กบัเศษเหลือท่ีเป็นจ านวนลบเพื่อใหเ้ศษเหลือมีค่าเป็นบวกตามขั้นตอนการหารของยคุลิด  

ดงันั้น  65451 48769 3 7 4− → − = −     

เพราะฉะนั้น 65451 48769 3 7 4 4 9 5− → − = − →− + =     

ตัวอย่างที่ 3  หาค่าของ 35567 11828−  และตรวจสอบผลเฉลยยนัความถูกตอ้ง 

วิธีท า                                                        การตรวจสอบยนัความถูกตอ้ง              

                3  5  5  6  7                                              8                                                   
               1  1   8  2  8                                               2                                 

              2  3  7  3  9       6→                                 6         

สรุป ใชก้ารคดัออกเกา้ยนัความถูกตอ้งเป็นจริง 

 

 

 

 

 

 

 

 

−   

 −    −   

 −    −   
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1.3.3 การตรวจสอบยันความถูกต้องของการคูณ 

ตัวอย่างที่ 1  ตรวจสอบวา่ 243 257 62451u =  ถูกตอ้งหรือไม่  

วิธีท า  คดัออกเกา้ของตวัตั้งและตวัคูณ         

           243   9 0→ →    

           257   5→           ดงันั้น   243 257 0 5 0u → u =  

          คดัออกเกา้ของค าตอบ       62451 0→     ค าตอบถูกตอ้ง  

ตัวอย่างที่ 2  ตรวจสอบวา่ 4672 3469 16207168u =  ถูกตอ้งหรือไม่  

วิธีท า  คดัออกเกา้ของตวัตั้งและตวัคูณ 

           4672   1→  

           3469   4→      ดงันั้น   4672 3469 1 4 4u → u =  

         คดัออกเกา้ของตอบ   16207168 4→     ดงันั้นค าตอบถูกตอ้ง   

ตัวอย่างที่ 3 หาค่าของ 87614 3u   และตรวจสอบผลเฉลยยนัความถูกตอ้ง 

วิธีท า                                                                     การยนัความถูกตอ้ง                            

               8  7   6   1   4                                                                                                   

                                  3                                                      3   
                

4 1 38
2 2 1 0 1 2 262842=                             24                                                                                                                  

ผลบวกเลขโดดของ  ผลบวกเลขโดด เท่ากบั   

                                     

สรุป ใชก้ารคดัออกเลขเกา้ตรวจสอบยนัความถูกตอ้งเป็นจริง 

ตัวอย่างที ่ 4 หาผลคูณของ 84791247  ดว้ย 25  และตรวจสอบยนัความถูกตอ้ง 

วิธีท า เขียนศูนยส์องตวัท่ีทา้ยเลข  84791247  ไดผ้ลลพัธ์เป็น 8479124700   

       หาร  8479124700   ดว้ย 4  8479124700 4 2119781175= y =  

       ดงันั้น  84791247 25 2119781175u =  

วิธีการคดัออกเกา้ (Casting Out Nines)           

ตวัตั้ง   84791247          

ตวัคูณ  25 7→                                                         

ค าตอบ   2119781175= 6→                                     

ดงันั้น   7 6 42 6u = →        

 

                      

8

6→

262842 6

18 9 0→ →

6→
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1.3.4 การตรวจสอบยันความถูกต้องของการหาร 

การยนัความถูกตอ้งของการหาร ตอ้งใชส้มการจากขั้นตอนการหาร 

                   ตัวตั้ง = ตัวหาร u   ผลลพัธ์ +   เศษเหลือ 

ตัวอย่างที่ 1  แสดงผลเฉลยการหารถูกตอ้งของ  
3671 4 167
4

y = +  ดว้ยวิธีคดัออกเกา้ 

วิธีคิด  จากสมการขั้นตอนการหาร 

ก าหนดให้         ตวัตั้ง = ตวัหาร u  ผลลพัธ์ +  เศษเหลือ     

                          671 167 4 3= u +  

                          LHS = RHS   

คดัออกเกา้       ส าหรับตวัตั้ง        671 5→  

                        ส าหรับตวัหาร         4 4→   

                        ส าหรับผลลพัธ์     167 5→  

                        ส าหรับเศษเหลือ      3 3→   

 RHS = ตวัหาร u  ผลลพัธ์ +  เศษเหลือ  167 4 3= u + →  4 5 3 2 3 5u + → + →  

LHS = ตวัตั้ง = 5     ดงันั้นค าตอบถูกตอ้ง  

วิธีท า       จากสมการขั้นตอนการหาร                    

                                          ตวัตั้ง = ตวัหาร u  ผลลพัธ์ +  เศษเหลือ  

                                           671 4 167 3= u +   

จากวิธีการคดัออกเกา้             5 4 5 3= u +   

                                               5 20 3 5= + →  

หรือจากตัวอย่างท่ี 1  กรณีผลหารเป็นทศนิยม  671 4 167.75y =   

ก าหนดให้         ตวัตั้ง = ตวัหาร u  ผลลพัธ์   

                          671 167.75 4= u   

                          LHS = RHS   

คดัออกเกา้ส าหรับตวัตั้ง        671 5→  

                ส าหรับตวัหาร             4 4→   

               ส าหรับผลลพัธ์   167.75 8→  

จากสมการขั้นตอนการหาร    RHS = ตวัหาร u  ผลลพัธ์ 4 8 32 5= u = →   

                                               LHS = ตวัตั้ง = 5   ดงันั้นค าตอบถูกตอ้ง   
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วิธีท า      จากสมการขั้นตอนการหาร     

                                         ตวัตั้ง = ตวัหาร u  ผลลพัธ์  

                                       671 4 167.75= u   

จากวิธีการคดัออกเกา้             5 4 8 32 5= u → →  

หมายเหตุ  

การตรวจสอบความถูกตอ้งของค าตอบในการค านวณดว้ยวิธีการคดั

ออกเกา้ (Casting Out Nines) จะมีปัญหา อนัเน่ืองจากอนัดบัของ

ตวัเลขโดดในแต่ละหลกัของจ านวนต่างกนัแต่ผลบวกตวัเลขทุก ๆ 

หลกัมีค่าเท่ากนั ดงัตวัอยา่งน้ี 

 

ผลบวกเลขโดดของ    634 6 3 4 4→ + + =                          

ผลบวกเลขโดดของ    463 4 6 3 4→ + + =                          

ผลบวกเลขโดดของ    643 6 4 3 4→ + + =       

 ดว้ยเหตุผลขา้งตน้นกัคณิตศาสตร์พบวิธีแกปั้ญหาดว้ยวิธีการคดัออกสิบเอ็ด    (Casting Out Elevens) 

คือ กล่าวคือ “วิธีการคดัออกสิบเอด็เหมาะกบัการค านวณท่ีจ านวนท่ีน ามาคิดเลขมีค่ามาก ๆ หรือประกอบดว้ย

เลขโดดหลาย ๆ หลกั ถา้อนัดบัของตวัเลขโดดในแต่ละจ านวนต่างกนัจะไดผ้ลบวกเลขโดดต่างกนัทนัที นัน่

หมายความวา่วิธีการคดัออกสิบเอด็ใชไ้ดดี้กวา่วิธีการคดัออกเกา้  

 แต่ก่อนท่ีจะศึกษาการตรวจสอบค าตอบถูกตอ้งของการค านวณดว้ยการยนัความถูกตอ้ง ดว้ยวิธีการคดั

ออกสิบเอ็ด นั้นจะกล่าวสมบติัการหารจ านวนใดดว้ยสิบเอด็เสียก่อน ดงัต่อไปน้ี     
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1.4 เศษเหลือของจ านวนท่ีถูกหารด้วยสิบเอด็ (11)  

 แต่ก่อนท่ีเราจะศึกษาการคดัออกสิบเอ็ด จะตอ้งศึกษามีสมบติัของ 11 ส าหรับการหารจ านวนใด ๆ

เสียก่อนเพือ่ความเขา้ถึงเศษเหลือของการหารนั้น  จากความรู้ทฤษฎีทวินาม (Binomial Theorem) 

พจิารณา   2 2 2 2(a b) (a ( b)) a 2ab b− = + − = − +  

                3 3 3 2 2 3(a b) (a ( b)) a 3a b 3ab b− = + − = − + −  

               4 4 4 3 2 2 3 4(a b) (a ( b)) a 4a b 6a b 4ab b− = + − = − + − +  

              5 5 5 4 3 2 2 3 4 5(a b) (a ( b)) a 5a b 10a b 10a b 5ab b− = + − = − + − + −  

สังเกต ทวินามท่ียกก าลงัคู่เม่ือกระจายแลว้พจน์สุดทา้ยจะมีเคร่ืองหมายเป็นบวก ในทางตรงขา้ม  

           ทวินามท่ียกก าลงัคี่เม่ือกระจายแลว้พจน์สุดทา้ยจะมีเคร่ืองหมายเป็นลบ 

ต่อมาลองพจิารณา จ านวนสองจ านวนน้ี 3758   และ 50292  เม่ือเรากระจายใหอ้ยูใ่นรูปของค่าประจ าต าแหน่ง

ของเลขฐานสิบจะไดรู้ปแบบดงัน้ี 

                        3 23758 3 (10) 7 (10) 5 (10) 8= � + � + � +  

                       4 3 258454 5 (10) 8 (10) 4 (10) 5 (10) 4= � + � + � + � +   แทน 10  ดว้ย  (11 1) 10− =  

                       3 23758 3 (11 1) 7 (11 1) 5 (11 1) 8= � − + � − + � − +  

                     4 3 258454 5 (11 1) 8 (11 1) 4 (11 1) 5 (11 1) 4= � − + � − + � − + � − +  

เม่ือพิจารณา  3 3 2(11 1) 11 3 11 3 11 1− = − � + � −                 ถา้น า 11 หารจ านวนน้ีแลว้ เศษเหลือจะเท่ากบั 1−  

                      4 4 3 2(11 1) 11 4 11 6 11 4 11 1− = − � + � − � +    แต่ถา้น า 11 หารจ านวนน้ี เศษเหลือจะเท่ากบั 1+  

ดังนั้น   ถ้าพจิารณาอย่างละเอยีดแล้วถ้าน า 3758 11y แล้วเศษเหลือจะเท่ากบั 3 7 5 8 7− + − + =  

และในท านองเดียวกนั ถ้าน า 58454 11y แล้วเศษเหลือจะเท่ากบั 5 8 4 5 4 0− + − + =  

วิธีตั้งหาร                                        3 4 1                                                      5 3 1  4    

                                             )11 3 7 5 8                                               )11 5 8 4 5 4   

                                                   3 3                                                             5 5    

                                        4 5                                                              3 4       

                                                     4 4                                                              3 3  

                                                         1 8                                                               1 5     

                                                         1 1                                                               1 1 

                                                            7                                                                  4 4    

                                                                                                                                 4 4   

                                                                                                                                    0     
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สรุป การหาเศษเหลือของจ านวนใด ๆ ท่ีหารดว้ย 11 นั้นเป็นดงัน้ี 

- แบ่งตวัเลขของจ านวนท่ีจะถูกหารดว้ย 11 นั้น ออกเป็นสองส่วนคือเลขโดดต าแหน่งหลกัคี่กบัเลข

โดดต าแหน่งหลกัคู่ แลว้หาผลบวกเลขโดดของต าแหน่งหลกัคู่ กบั ผลบวกเลขโดดของต าแหน่ง 

- หลกัคี่ (การนบัเร่ิมต าแหน่งคี่ท่ีหลกัหน่วย) 

- น าผลบวกเลขโดดของต าแหน่งหลกัคี่ ลบ ดว้ยผลบวกเลขโดดของต าแหน่งหลกัคู่ ถา้ผลต่างของ

ผลบวกขา้งตน้นั้นเป็น 0  หรือ 11 หรือพหุคูณของ 11 แลว้แสดงวา่ จ านวนนั้น 11 หารลงตวัใน

ทางตรงขา้มผลต่างของผลบวกขา้งตน้นั้นไม่ได ้ 0  หรือ 11 หรือพหุคูณของ 11 แสดงวา่จ านวนนั้น  

11หารไม่ลงดว้ย และผลต่างของผลบวกตวัเลขหลกัคู่กบัตวัเลขหลกัคี่ก็จะเป็นเศษเหลือของการ

หารดว้ย 11 นั้นอีกดว้ย 

- ในกรณีหาผลต่างของผลบวกตวัเลขของต าแหน่งหลกัคี่กบัผลบวกตวัเลขของต าแหน่งหลักคู่ มีค่า

เป็นจ านวนลบ ซ่ึงจ านวนท่ีหารดว้ย 11 เศษเหลือเป็นจ านวนลบ ปกติเศษเหลือตอ้งเป็นจ านวนบวก

ตามขั้นตอนการหาร ใหน้ าเป็นเศษเหลือท่ีเป็นจ านวนลบบวกกบั  11 อีกคร้ังจนไดเ้ป็นจ านวนบวก 

ก็จะเป็นเศษเหลือของการหารนั้น 

ตัวอย่างที่ 1 แสดงวา่ 14641 ถูกหารดว้ย  11ลงตวั 

วิธีท า หาผลบวกเลขโดดต าแหน่งหลกัคี่ 1 6 1 8= + + =    (หลกัท่ี 1,3,5)  

        หาผลบวกเลขโดดต าแหน่งหลกัคู่ 4 4 8= + =             (หลกัท่ี 2,4) 

        ผลต่างของผลบวกเลขโดดหลกัคู่กบัหลกัคี่ขา้งตน้ 8 8 0= − =   

ดังนั้น 14641 ถูกหารดว้ย 11 ลงตวั เขียนแทนดว้ย 1114641   

วิธีลดัท าได้ดังนี ้  -    เขียนตวัเลขสลบัล าดบักลบักนัจากหลงัสุดไปหนา้สุดของตวัเลขจ านวนนั้น 

        -  ใส่เคร่ืองหมาย ( )+  กบัตวัเลขต าแหน่งหนา้สุดแลว้ใส่เคร่ืองหมาย ( )−  กบัตวัเลข  

             หลกัถดัไปโดยสลบักนัไปเช่นน้ี  

       -   หาผลบวกตวัเลขทุกต าแหน่งท่ีคิดเคร่ืองหมายขา้งตน้ดว้ยวิธีปกติ  

       -   ในกรณีท่ีผลบวกเป็นจ านวนลบแต่เศษเหลือตอ้งเป็นจ านวนบวกตามขั้นตอนการหาร  

                                ใหบ้วก 11  กบัเศษเหลือจ านวนลบนั้นใหเ้ป็นเศษเหลือจ านวนบวก 

ดงันั้นผลบวกเลขโดด  11 ของ 14641: 1 4 6 4 1 0− + − + − =   

ตัวอย่างที่ 2  หาเศษเหลือของ 542781192  ถูกหารดว้ย 11  มีค่าเท่าไร 

วิธีท า  สลบัล าดบัตวัเลขหลงัสุดกบัตวัหนา้สุดโดยเรียงล าดบัดงัน้ี   

                        542781192:  2,9,1,1,8,7,2,4,5  

        แลว้ แสดงการหาผลบวกของตวัเลขแต่ละหลกัโดยตวัหนา้สุดใส่เคร่ืองหมายบวกแลว้ตวัเลขหลกัถดัไปใส่

เคร่ืองหมายลบสลบักนัไปจนถึงต าแหน่งสุดทา้ย ดงัน้ี   

         542781192:    2 9 1 1 8 7 2 4 5 3− + − + − + − + = −  
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พบวา่ผลบวกเป็นจ านวนลบแลว้ใหบ้วก 11 กบั 3−   ดงันั้น 3 11 8− + =  

แสดงวา่ 11  หาร 542781192    เหลือเศษ 8   

ตัวอย่างที่ 3 หาเศษเหลือของ 382745   ถูกหารดว้ย  11 มีคา่เท่าไร 

วิธีท า  สลบัหลกัตวัเลขของ 382745   แลว้ผลบวกของ  382745  

         382745      5 4 7 2 8 3 20 9 11+ − + − + − = − =  

 ผลบวกท่ากบั 11 แสดงวา่ 11 หาร 382745  ลงตวั หรือเศษเหลือเท่ากบั 0   

ตัวอย่างที่ 4 หาเศษเหลือของ 3987   ถูกหารดว้ย 11 มีค่าเท่าไร 

วิธีท า  สลบัหลกัตวัเลขของ 3987  แลว้ผลบวกคิดเคร่ืองหมายแต่ละหลกัของ  3987  

                    3987 :7 8 9 3 5− + − =  

           ผลบวกท่ากบั 5  ดงันั้นแสดงวา่  11 หาร 3987   ไม่ลงตวั เศษเหลือเท่ากบั 5  

1.5 การตรวจสอบยันความถูกต้องด้วยวิธีการคัดออกสิบเอด็  

 เน่ืองจากการยนัความถูกตอ้งดว้ยวิธีคดัออกเกา้มีปัญหาในกรณีท่ีผลบวกเลขโดดเท่ากนัของจ านวนท่ีไม่

เท่ากนั เช่น  125,152,215,251,512  และ 521    

 พบวา่จ านวนขา้งตน้มีตวัเลขเหมือนกนัแต่เขียนสลบัหลกักนั หาผลบวกเลขโดดเท่ากนัคือ 8  น่ีคือ

ขอ้บกพร่องของวิธีการคดัออกเกา้ การคดัออกสิบเอ็ดสามารถแกปั้ญหาน้ีได ้

1.5.1 การตรวจสอบยันความถูกต้องส าหรับการบวก 

ตัวอย่างที่ 1  ตรวจสอบวา่  2415 289 2794+ =   ถูกตอ้งหรือไม่ ดว้ยวิธีการคดัออกสิบเอด็ 

วิธีท า   ตวัตั้ง     2415:   5 1 4 2 6− + − =  

            ตวับวก    289:   9 8 2 3− + =  

            ผลลพัธ์ 2794: 4 9 7 2 0− + − =  

แต่ผลบวกเลขโดดของตวัตั้งและตวับวก ในท่ีน้ี 6 3 9+ =   ไม่เท่ากบัผลบวกเลขโดดของผลลพัธ์ คือ  0    

ดังนั้น   2415 289 2794+ z   ไม่ถูกตอ้ง  

เพราะฉะนั้นต้องหาผลบวกใหม่ คือ  2415 289 2704+ =  แล้วตรวจสอบความถูกต้องของค าตอบ 

วิธีท า   ตวัตั้ง        2415:   5 1 4 2 6− + − =  

            ตวับวก       289:   9 8 2 3− + =  

            ผลลพัธ์ 2704: 4 0 7 2 9− + − =  

ผลบวกเลขโดดของตวัตั้งและตวับวก ในท่ีน้ี 6 3 9+ =   เท่ากบัผลบวกเลขโดดของผลลพัธ์ คือ  9  

 ดงันั้น 2415 289 2704+ =   ถูกตอ้ง  
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หมายเหต ุความแตกต่างพื้นฐานระหวา่งวิธีการคดัออกเกา้ (Casting Out Nines) กบัการคดัออกสิบเอ็ด    

(Casting Out Elevens) คือ วิธีการคดัออกสิบเอด็เหมาะกบัการค านวณท่ีจ านวนท่ีน ามาคิดเลขมีค่ามาก ๆ หรือ

ประกอบดว้ยเลขโดดหลาย ๆ หลกั ส่วนวิธีการคดัออกเกา้จะมีปัญหา อนัเน่ืองจากอนัดบัของตวัเลขโดดในแต่

ละจ านวนต่างกนัแต่ผลบวกตวัเลขเท่ากนั แต่ในขณะท่ีวิธีการตดัออกสิบเอด็ ถา้อนัดบัของตวัเลขโดดในแต่ละ

จ านวนต่างกนัจะไดผ้ลบวกเลขโดดต่างกนัทนัที นัน่หมายความวา่วิธีการคดัออกสิบเอ็ดใชไ้ดดี้กวา่วิธีการคดั

ออกเกา้ ดงัตวัอยา่งน้ี 

                                     วิธีการคัดออกเก้า                              วิธีการคัดออกสิบเอด็   

ผลบวกเลขโดดของ    634 6 3 4 4→ + + =                         634: 4 3 6 7− + =  

ผลบวกเลขโดดของ    463 4 6 3 4→ + + =                         463:3 6 4 1− + =  

ผลบวกเลขโดดของ    643 6 4 3 4→ + + =                         643:3 4 6 5− + =  

 

1.5.2 การตรวจสอบยันความถูกต้องส าหับการลบ 

ตัวอย่างที่ 1  ตรวจสอบวา่ 4127 2376 1751− =   ถูกตอ้งหรือไม่  

วิธีท า  ดว้ยวิธีการคดัออกสิบเอด็ของตวัตั้งและตวัลบ 

          4127:   7 2 1 4 2− + − =  

          2376:   6 7 3 2 0− + − =  

ดงันั้น  4127 2376 :   2 0 2− − =  

คดัออกสิบเอด็ส าหรับค าตอบ  1751:1 5 7 1 2− + − =    แสดงวา่ถูกตอ้ง 

ตัวอย่างที ่2  ตรวจสอบวา่ 65451 48769 16862− =   ถูกตอ้งหรือไม่  

วิธีท า   ดว้ยวิธีคดัออกเกา้ ของตวัตั้งและตวัลบ             6 5 4 5 1  12 3 → →  

                                                                                      4 8 7 6 9   7→       

ดงันั้น  65451 48769 3 7 4− → − = −  เน่ืองจากเศษเหลือเป็นจ านวนลบตอ้งบวก 9  

เพราะฉะนั้น 65451 48769 3 7 4 4 9 5− → − = − →− + =     

ใชว้ิธีการตดัออกเกา้ ส าหรับค าตอบ  1 6 8 6 2   5→     แสดงวา่ค าตอบถูกตอ้ง  

แต่ถ้าใช้วิธีคัดออกสิบเอด็ของตัวตั้งและตัวลบ     65451:   1 5 4 5 6 1− + − + =  

                                                                             48769:   9 6 7 8 4 6− + − + =  

ดงันั้น  65451 48769:1 6 5 5 11 6− − = − →− + =  

คดัออกสิบเอด็ส าหรับค าตอบ  16862: 2 6 8 6 1 1 11 10− + − + = − + =    นัน่คือ 6 10z  

ซ่ึงขัดแย้งกับการตรวจยนัความถูกต้องของวิธีคัดออกเก้า แสดงว่าค าตอบไม่ถูกต้อง 
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ตัวอย่างที่ 3 หาค่าของ 35567 11828−  และตรวจสอบผลเฉลยยนัความถูกตอ้ง 

วิธีท า   ด้วยวิธีคัดออกเก้า 

                3  5  5  6  7            การตรวจสอบยนัความถกูตอ้ง                                8                                                   

               1  1   8  2  8                                                                                               2     

              2  3  7  3  9      6→                                                                                  6         

 สรุป ใชก้ารคดัออกเกา้ยนัความถูกตอ้งเป็นจริง 

          ด้วยวิธีคัดออกสิบเอด็ (Casting Out Elevens) 

        3  5  5  6  7             35567:   7 6 5 5 3 4− + − + =                                     4                                               

       1  1   8  2  8             11828:   8 2 8 1 1 14: 4 1 3− + − + = − =                    3                                        

       2  3  7  3  9           23739:    9 3 7 3 2 12: 2 1 1− + − + = − =                    1                                                                                                                                                                                

สรุป ใชก้ารคดัออกสิบเอด็ยนัความถูกตอ้งเป็นจริง   

1.5.3 การตรวจสอบยันความถูกต้องส าหรับการคูณ  

ตัวอย่างที่ 1  ตรวจสอบวา่ 243 257 62451u =  ถูกตอ้งหรือไม่  

วิธีท า    ด้วยวิธีการคัดออกสิบเอด็ของตัวตั้งและตัวคูณ 

             243:   3 4 2 1− + =  

            257:   7 5 2 4− + =        ดังนั้น 243 257:1 4 4u u =  

คัดออกสิบเอด็ของค าตอบ    62451:1 5 4 2 6 4− + − + =  ดงันั้นค าตอบถูกตอ้ง     

ตัวอย่างที่ 2  ตรวจสอบวา่ 4672 3469 16207168u =    ถูกตอ้งหรือไม่  

วิธีท า  คดัออกสิบเอ็ดของตวัตั้งและตวัคูณ 

          4672:   2 7 6 4 3 11 8− + − = − + =  

          3469:   9 6 4 3 4− + − =  

ในท่ีน้ี  4672 3469 8 4 32u → u =      32:   2 3 1 11 10− = − + =             

 แต่ค าตอบ เท่ากบั  16207168   :8 6 1 7 0 2 6 1 1 11 10− + − + − + − = − + =   ดงันั้นค าตอบถูกตอ้ง   

ตัวอย่างที่ 3 หาค่าของ 87614 3u  และตรวจสอบผลเฉลยยนัความถูกตอ้ง 

วิธีท า  การคัดออกสิบเอด็ (Casting Out Elevens) 

        8 7 6 1 4                                                                                        10                                                       

     3                                                                                       3   

 2 2 1 0 1
4 1 8 3 2 262842=                การตรวจสอบยนัความถูกตอ้ง       30 : 0 3 3: 3 11 8− = − − + =                                                                                                                                                                                          

−   −   

−     
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ตัวตั้ง      ตัวคูณ     

ในท่ีน้ี  10 3 30:   0 3 3: 3 11 8→ u = − = − − + =   

ค าตอบ    

สรุป ใชก้ารคดัออกเลขสิบเอ็ดตรวจสอบยนัความถูกตอ้งเป็นจริง 

ตัวอย่างที่ 4  ผลคูณของ   และตรวจสอบผลเฉลยยนัความถูกตอ้ง 

วิธีการคัดออกเก้า (Casting Out Nines)       วิธีการคัดออกสิบเอด็ (Casting Out Elevens)   

ตวัตั้ง                                   ตวัตั้ง      

ตวัคูณ                                             ตวัคูณ     

ค าตอบ                                      ค าตอบ      

ดงันั้น                                ดงันั้น   5 5 25: (5 2) 3: 3 11 8− u = − − − = − − + =  

หรือ                →                                              9  4           :4 9   = 5− −  5 11 6→− + =       

             4  9             →        4                                  4  9                                               5   

           4606 7→                16 7→                        4606                                30           

                                                                                                                   

ตัวอย่างที่ 4  ผลคูณ  161874=  ถูกตอ้งหรือไม่ 

วิธีการคดัออกเกา้ (Casting Out Nines)          วิธีการคดัออกสิบเอด็ (Casting Out Elevens)   

ตวัตั้ง                                     ตวัตั้ง      

ตวัคูณ                                                ตวัคูณ     

ค าตอบ 161874 9 0→ =                              ค าตอบ  161874: 4 7 8 1 6 1 9− + − + − =       

ดงันั้น                                    ดงันั้น      สรุป ผลคูณไม่ถูกตอ้ง 

 

ตัวอย่างที ่5 หาผลคูณของ 84791247  ดว้ย 25  และตรวจสอบยนัความถูกตอ้ง 

วิธีท า เขียนศูนยส์องตวัท่ีทา้ยเลข  84791247  ไดผ้ลลพัธ์เป็น 8479124700  

       หาร 8479124700   ดว้ย 4  8479124700 4 2119781175= y =  

       ดงันั้น  84791247 25 2119781175u =  

วิธีการคัดออกเก้า (Casting Out Nines)           

ตัวตั้ง   84791247          

ตัวคูณ  25 7→                                                         

ค าตอบ   2119781175= 6→                                     

ดังนั้น   7 6 42 6u = →                              

87614:   4 1 6 7 8 10− + − + = 3

87614 3u

262842:    2 4 8 2 6 2 8− + − + − =

94 49 4606u =

94 4→ 94:   4 9 5− = −

49 4→ 49:   9 4 5− =

4606 7→ 4606:   6 0 6 4 8− + − =

4 4 16 7u = →

9  4 4 6

:9 4 5 − =

:  6 0 6 4 8− + − =

: 0 3 3 11 8− = − + =
504 321u

504 0→ 504:   4 0 5 9− + =

321 6→ 321:   1 2 3 2− + =

0 6 0 0u = → 9 2 18:8 1 7u = − =

6→
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วิธีการคัดออกสิบเอด็ (Casting Out Elevens)   

ตวัตั้ง   84791247: 8 4 7 9 1 2 4 7 2+ − + − + − + − = −    

ตวัคูณ  25: 2 5 3+ − = −    

ค าตอบ  2119781175: 2 1 1 9 7 8 1 1 7 5 6+ − + − + − + − + − =                                                                                                                                                                                                       

ดงันั้น ( 2) ( 3) 6− u − =       

ตัวอย่างที่  6 ผลคูณ  ถูกตอ้งหรือไม่ 

วิธีการคัดออกเก้า (Casting Out Nines)                       วิธีการคัดออกสิบเอด็ (Casting Out Elevens)   

3.95 3.95 3.95u u →  8 8 8 512u u = →  8                 3.95:  5 9 3 1− + = −  

61.629875 8→                                                              3.95 3.95 3.95u u  :     1 1 1 1− u− u− = −                       

                                                                                          61.629875  :   5 7 8 9 2 6 1 6 12− + − + − + − = −  :          

                                                                                                                 12= −  :   12 11 1− + = −                                                                                                                     

ตัวอย่างที ่7  ผลคูณของ 8070605040219293949597=  ถูกตอ้งหรือไม่ 

วิธีการคัดออกเก้า (Casting Out Nines)           

ตัวตั้ง             

ตัวคูณ                ค าตอบ                                      

ดังนั้น                                

วิธีการคัดออกสิบเอด็ (Casting Out Elevens)   

ตัวตั้ง   80706050403:3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 33:3 3 0− + − + − + − + − + = − =  

ตัวคูณ   : 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9− + − + − + − + − + =  

ค าตอบ  7 9 5 9 4 9 4 9 3 9 2 9 1 2 0 4 0 5− + − + − + − + − + − + − + − + −  

                                                                   0 6 0 7 0 8 55 (5 5) 0+ − + − + − = − = − − =     ดังนั้น      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.95 3.95 3.95 61.629875u u =

80706050403 99999999999u

80706050403 6→

99999999999 0→ 8070605040219293949597 0→

6 0 0 0u = →

99999999999

8070605040219293949597:

0 2 0u =
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1.5.4 การตรวจสอบยันความถูกต้องส าหรับการหาร 

ตัวอย่างที่ 1  กรณ ี 3671 4 167
4

y = +      โดยการใช้วิธีการคัดออกสิบเอด็ 

วิธีคิด  เน่ืองจากการหารเป็นการผกผนัของการคูณ การยนัความถูกตอ้งจึงตอ้งใชส้มการขั้นตอนการหารมาช่วย 

ก าหนดให้         ตวัตั้ง = ตวัหาร u  ผลลพัธ์ +  เศษเหลือ     

                          671 167 4 3= u +  

                          LHS = RHS   

วิธีการคัดออกสิบเอด็         ส าหรับตวัตั้ง     671:  1 7+6 0− =  

                                          ส าหรับตวัหาร       4:   4 4=  

                                          ส าหรับผลลพัธ ์ 167:   7 6+1 2− =    

                                         ส าหรับเศษเหลือ     3:   3        

จากสมการขั้นตอนการหาร 

           RHS = ตวัหาร u  ผลลพัธ์ +  เศษเหลือ 4 2 3 8 3 11:1 1 0= u + = + = − =  

           LHS = ตวัตั้ง = 0       ดงันั้นค าตอบถูกตอ้ง   

กรณี  671 4 167.75y =  

วิธีคิด  ก าหนดให้         ตวัตั้ง = ตวัหาร u  ผลลพัธ์   

                                      671 167.75 4= u  

                                     LHS = RHS   

ใชว้ิธีการคดัออกสิบเอด็ส าหรับตวัตั้ง                      671:   1 7 6 0− + =  

                                               ส าหรับตวัหาร               4:   4 4=  

                                                ส าหรับผลลพัธ์   167.75:   5 7+7 6 1 0− − + =    

จากสมการขั้นตอนการหาร    RHS = ตวัหาร u  ผลลพัธ์  4 2 3 8 3 11:1 1 0= u + = + = − =  

                                               LHS = ตวัตั้ง = 0    ดงันั้นค าตอบถูกตอ้ง  

หรือวิธีท า         จาก   ตวัตั้ง = ตวัหาร u  ผลลพัธ์ +  เศษเหลือ  

                                   671 4 167 3= u +  

จากวิธีการคดัออกสิบเอ็ด      1 7 6 4 (7 6 1) 3− + = u − + +  

                                                          0 4 2 3 11:0= u + =  

หรือวิธีท า                           จาก   ตวัตั้ง = ตวัหาร u  ผลลพัธ ์ 

                                                   671 4 167.75= u  

จากวิธีการคดัออกสิบเอ็ด      1 7 6 4 (5 7 7 6 1) 4 0 0− + = u − + − + = u =  
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ตัวอย่างที ่2  ตรวจสอบวา่ 4274 24y   เม่ือ ผลหารเท่ากบั 178   เศษเหลือ 2   

การคัดออกสิบเอด็ 

         ส าหรับตวัตั้ง     4274:   4 7 2 4 5 11 6− + − = − + =  

         ส าหรับตวัหาร       24:   4 2 2− =  

         ส าหรับผลหาร      178:   8 7 1 2− + =  

         ส าหรับเศษเหลือ      2:   2             

จากขั้นตอนการหาร 

          ตวัตั้ง = ตวัหาร u  ผลลพัธ์ +  เศษเหลือ 

           RHS 2 2 2 6= u + =  

           LHS = 6          ดงันั้นค าตอบถูกตอ้ง  

หรือวิธีการคัดออกสิบเอด็ท าย่อ ๆ ได้ดังนี:้ 

          จากสมการขั้นตอนการหาร                4274 178(24) 2= +  

          จากวิธีคดัการออกสิบเอด็      4 7 2 4 8 7 1(4 2) 2− + − = − + − +  

                                                                         5 (2)(2) 2− = +  

          แต่เศษตอ้งเป็นบวก ดงันั้น                5 11 (2)(2) 2− + = +  

                                                                            6 6=          

ตัวอย่างที ่3  ตรวจสอบวา่ 73521 27y   เม่ือผลหาร 2723=   เศษเหลือ 0  

วิธีท า  สมการการหาร                    73521 2723(27) 0= +  

          จากวิธีการคดัออกเกา้                  0 (5)(0) 0 0= + =      

          จากวิธีการคดัออกสิบเอด็   1 2 5 3 7 (3 2 7 2)(7 2) 0− + − + = − + − − +  

                                                                             8 (6)(5) 0 30= + =  

                                                                             8 0 3 3= − = −   แต่เศษตอ้งเป็นบวก 

                                                                            8 3 11 8= − + =     สรุป ผลคูณถูกตอ้ง 

 

 


